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Devoir surveillé n◦5

Durée de l’épreuve : 3 heures
La calculatrice est interdite

Le devoir est composé d’un problème.
Lorsqu’une question est jugée, a priori, plus difficile, elle est précédée du symbole (∗) voire (∗∗).
La notation tiendra particulièrement compte de la qualité de la rédaction, la précision des
raisonnements et l’énoncé des formules utilisées.

BON COURAGE

————————————————————–

Problème - Polynôme et Hermite

Dans l’ensemble de ce problème, on note pour tout entier r

Kr[X] = {P ∈ K[X] | degP 6 r},

l’espace vectoriel des polynômes de degré inférieur ou égal à r.
Le but de ce problème est d’étudier deux apports distincts de Charles Hermite à l’algèbre des
polynômes. Les parties II et III sont indépendantes.

I. Préliminaires
Dans cette partie, certaines réponses ont été démontrées en cours. On demande néanmoins soit la même
démonstration, soit une démonstration originale.

1. Soient P et Q deux polynômes non nuls à coefficients complexes.

(a) On suppose, dans cette question, que P et Q sont premiers entre eux. Démontrer que si P
et Q divisent un troisième polynôme R à coefficients complexes, alors il est de même du
polynôme PQ.

(b) Démontrer que si P et Q n’ont aucune racine complexe commune alors P et Q sont premiers
entre eux.

2. Soit (Pi)i∈Nn
une famille de polynômes non nuls de R[X] et (αi)i∈Nn

un famille de n entiers.

On considère le polynôme P =

n∏
i=1

Pαi
i et la fraction rationnelle Q =

P ′

P
.

Démontrer que Q =

n∑
i=1

αiP
′
i

Pi
.

II. Polynômes d’Hermite
Soit (Hn)n∈N la suite de polynômes définies par récurrence par :

H0 = 1 ∀ n ∈ N, Hn+1 = XHn −H ′n

1. Premières propriétés.

(a) Démontrer que pour tout n ∈ N, Hn est un polynôme unitaire de degré n.

(b) Etudier la parité de Hn.

(c) Démontrer que pour tout n ∈ N, H ′n+1 = (n+ 1)Hn.

(d) Calculer la liste des polynômes (Hi), pour i ∈ [[0, 4]]

(e) On note a, b, c et d les racines de H4 (dans C) en tenant compte de leur multiplicité.

Calculer S =
ab

cd
+
ac

bd
+
ad

bc
+
bc

ad
+
bd

ac
+
cd

ab
.

2. Base (Hk). On fixe n ∈ N.

(a) En exploitant les degrés, montrer que si

n∑
k=0

akHk = 0, alors pour tout k ∈ [[0, n]], ak = 0.



(b) Montrer, par récurrence sur k ∈ N, qu’il existe (a0,k, a1,k, . . . ak,k) ∈ Rk+1 tel que Xk =
k∑
i=0

ai,kHi

(c) Déduire des deux questions précédentes :

∀ P ∈ Rn[X], ∃ !(a0, a1, . . . an) ∈ Rn+1 tel que P =

n∑
i=0

aiHi (∗)

Puisqu’il y a unicité, on notera pour tout P ∈ Rn[X] :
pour tout k 6 n,

[
[P ]
]
k
, le coefficient devant Hk dans l’écriture (∗)

(a) Montrer que pour tout P,Q ∈ Rn[X] et λ ∈ R,
Pour tout k 6 n,

[
[λP +Q]

]
k

= λ
[
[P ]
]
k

+
[
[Q]
]
k

(b) Montrer que pour tout P ∈ Rn[X], et tout k 6 n,
[
[P ]
]
k

=
1

k!

[
[P (k)]

]
0
.

En déduire une expression de P de type Taylor-Hermite
On pourra commencer par démontrer que pour tout T ∈ R[X],

[
[T ′]
]
k−1 = k

[
[T ]
]
k
.

(c) Appliquer cette formule au polynôme P = X3 +X2 +X + 1

3. Etude des racines de Hn.
On note p, le nombre de racines réelles distincts de Hn, d’ordre de multiplicité impair.
Précisément, on note a1 < a2 < . . . ap, ces p racines rangées en ordre croissant.

On note S = 1, si p = 0 et S =

p∏
i=1

(X − ai), si p > 1

(a) Démontrer que si p < n, alors
[
[S]
]
n

= 0

(b) Démontrer que pour tout x ∈ R, S(x)Hn(x) > 0.

(c) (*) En déduire que Hn a n racines réelles distinctes.

III. Interpolation d’Hermite
Soient I un intervalle non vide de R, p un entier naturel non nul.
On considère également 3 familles : (xi)i∈Np , une famille de p éléments distincts de I ; (ai)i∈Np et
(bi)i∈Np deux familles de p réels quelconques.
On cherche à caractériser H = {P ∈ R[X] | ∀ i ∈ Np, P (xi) = ai et P ′(xi) = bi}.

1. Existence du polynôme interpolateur de Hermite

Pour tout entier i ∈ Np, on considère Qi =
∏

j∈Np\{i}

(
X − xj
xi − xj

)2

.

(a) Soit i ∈ Np. Calculer Qi(xk), pour tout k ∈ Np.
(b) Soit i ∈ Np. Calculer Q′i(xk), pour tout k ∈ Np.

(On notera en particulier que Qi(xk) = 0 si i 6= k.)

(c) Démontrer que le polynôme

P =

p∑
i=1

[(1−Q′i(xi)(X − xi)) ai + (X − xi)bi]Qi

est un élément de H.

2. Description de H
(a) Soit P ∈ H.

Montrer qu’il existe un polynôme unitaire T (à determiner) tel qu’on ait l’équivalence

Q ∈ H ⇐⇒ T |Q− P

(b) En déduire la description totale de H.

(c) Que vaut H ∩ R2n−1[X] ?

3. Applications.
Déterminer le polynôme d’interpolation de Hermite lorsque p = 2, x1 = −1, x2 = 1, a1 = 1,
a2 = 0 et b1 = −1, b2 = −2.


