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Devoir a la maison n°8

CORRECTION

Exercice 2
Soit P € R[X]. On suppose que pour tout = > 0, P(z) > 0.

Piste de recherche...

Ici, il s’agit de forme quadratique, on est parfois démunit car il n’y a pas de linéarité.

11 existe une relation a connaitre, dite identitée de LAGRANGE & connaitre dans le cas de somme de carrés :
Le produit de deux sommes de carrés est également une somme de carrés.

(A% + B%)(C? + D?) = (AC — BD)? + (AD + BC)?

Pour démontrer ce résultat, il suffit de développer les deux cotés de I'égalité. Mais cela n’indique pas comment s’en
souvenir. . .

Une méthode préconisée consiste a interpréter ce résultat d’une autre fagon : soit avec des déterminants de matrices
(on verra cela plus tard), soit avec des modules de nombres complexes :

(A24B?)(C*+D?) = |A+iB|*x|C+iD|? = |(A+iB)(C+iD)|?> = |(AC—BD)+i(AD+BC)|* = (AC—BD)?+(AD+BC)?
Et avec un peu d’originalité, avec B' = /XB et D' = /XD
(A2 + XB?)(C? + XD?) = (A% + (B)?)(C? 4+ (D)?) = (AC — XBD)? + X(AD + BC)?

On a donc une sorte de stabilité : le produit de deux polynémes de la forme A% + X B2 donne un polynéme qui peut

s’écrire également sous cette forme.

Dans C[X], P est scindé.
On note Z(P), 'ensemble des racines de P et C* = {z € C | Im(z) > 0}.
On a z € C* est racine d’ordre n de P ssi z € C™ est racine d’ordre n de P (car P € R[X]).

Pr= J] x-27=x [J] &E-2x ][] X-2"xX-2)"

2€Z(P)NRY, 2€Z(P)NR_ 2€Z(Q)NC+

Etudions chacun de ces familles de produits.
1. Si 2 € Z(P)NR~.
Pour x au voisinage de zo(> 0), P(x) > 0,
Or P(z) ~ (x—z9)™0 xT(2p), de signe constant (ou T est tel que P = (X — z9)™T).

Tr—r20
Donc nécessairement : n, est pair, sinon P(z1) et P(z; ) sont de signe contraire.
Ainsi, pour tout z € Z(Q) NR, 2|n. et donc

(X —20)"0 = (A%, + X BZ)"=0/?

avec A,y =X —zp et B,, =0.
2. Sizg€e Z(P)NR_.

X—20=X+(—20)=X+(—2)" =42, + XBZ,

avec A,y =+/—zp et B, =1
3. Size Z(P)nCT.

(X — 20)(X — %) = X? — 2Re(20) X + |20]> = (X — |20])* +2X (|20|* — Re(z0)) = A2, + X B2,

avec A, = X — |zo] et B, = v/2(]z0|?> — Re(z0) (on a bien |zo| > Re(zp)).

Ainsi, dans tous les cas, on peut écrire P comme produit de polynéme de la forme (A2 + X B?).

P= H (A, + XB,)"/? x H (A, + XB.)" x H (A, + XB.)"
z€Z(P)NRY z€Z(P)NR_ z€Z(Q)NCH

Reste a montrer par récurrence, le résultat final.

Pn i< Si P=]](Ai+ XB;) alors 3 A, B € R[X] tels que P = A> + XB*. >

i=1



— P; est évident.

— Soit n € N. Supposons que P,, est vraie.
n+1

Soit P = [ (Ai + XB;) = (A* + XB?) x (Ans1 + X Bny1), d'apres Py,
i=1
Donc P = (AAnH — XBBnH)2 + X(ABnH + 3An+1)2. Donc P11 est vraie.
On applique alors P s~ w4 s, aPeton peut affirmer :

2€Z(P)NRY z€EZ(P)NR_ zeZ(P)nCt

‘il existe A, B € R[X] tels que P = A% + X B2

O Remarques !
% On peut appliquer une méthode équivalente pour prouver :

PER[X] etV z €R, P(z) >0= 3 A, B € R[X] tel que P = A? + B2

Exercice 3
Soit P = X" +aX +b € C[X] (avec b #0).
On note x1, xa, ...z, les racines de P comptées avec multiplicités.

O Remarques !
Ce nombre A = H (z; — I]‘)Q est ce que l'on appelle le discriminant du polynome P.
1<i<j<n
Il est nul si et seulement si P posséde (au moins) une racine multiple.
S7il est négatif, alors P posséde nécessairement des racines complezes (conjugués).
Cela nous rappelle le discriminant d’un polynéme de degré 2. Comme il est symétrique en les racines de P, il
s’exprime toujours directement en fonction des coefficients de P.
Ici, P est un polyndome particulier, donc le calcul est simplifié.
Pour n =2, on trouve A = —(22b + (—1)'a?) = a® — 4b, classique discriminant du X% +aX +b. ..

Notons que P = H(X — x;), normalisé (puisque P est unitaire).

i=1
Et donc P’ = Z H — ;) et donc P'(z;) = H(xl —xj).
=1 j#i i

Et par ailleurs, P’ = nX""! + a et donc P'(v;) = na~' +a.
Ainsi 2, P'(z;) = nzl + ax; = n(—axi —b) + ax; = z;a(1 —n) —nb car P(z;) = 0.

£g
Donc mp(l'l) =T; — (1 n)a Enﬁn

Fte < T =11 (- 2%) = e (2)

K2

/ _ (A=) o (nb)" nb
7oy =S (s o +)
=n"b""1 +n(l—n)""1a" + (1 —n)"a" =n"b" 1 + (1 —n)"la"(n+1—n)

car b= (—1)" Hazl Et

117 @) HH i— ) = [T | [T =) x ][ (i = )
i=1 =1 j#1i =1 \ <1 J>i

=111 == < [[1]@i—=) = ] @i-=z)x [ (-2

i=1j<i i=1j>i 1<j<i<n 1<i<j<n
=06 II @-z0x [ @i-2)
1<j<i<n 1<i<j<n
= (—1n(n=b/2 H (z; — z;)°
1<i<jsn

On trouve donc

H (xz _ xj)Q _ (71)n(n71)/2(nnbn71 + (1 B n)nilan)

1<i<j<n




Exercice 4
Soit P € R[X] de degré > 2.

1. On suppose que P est scindé, on peut supposer que P = H(X — o)t avec a; # oy si i # j.

i=1
On a alors (cours - mais a savoir refaire)
P’ - v;
? o zz:; X — o
Cette fraction est elle-méme dérivable :
P'pP— (P/) r
P (F) - Sy
i=1
Considérons x une racine de P’, mais pas de P.
P"(z)P(z) — (P’ zr:
P2%(x) (x — ay;)?

=1

Or P'(z) =0, P?(x) > 0, et pour tout i € N, v; > 0, (x — a;)? > 0, alors

| P"(z)P(x) < 0]

2. Soient x; et x5 deux racines consécutives de P.
Pt P(t) est continue sur |z, zs[, donc J := P(]z1,22[) est un intervalle (TVI).
et P ne s’annule pas sur |z, 22| (21 et x5 sont deux racines consécutives),
donc nécessairement 0 ¢ J et P est de signe constant.
Ainsi pour tout i > 0 et h < x5 — x1 P(xy + h) et P(x2 — h) sont du méme signe.
=0

=0 _
~ ~— - —
P — P P _ _p
et donc s hiz 2 et (o2 }i)h (z2) sont de signe opposé.
Pzy+h) — P P(xy—h) — P
V h €0,z — a4], (21 +h) = Pla1) % (z2 — h) — P(x3) <.

On peut passer a la limite A — 0 puisque P est dérivable en x; et x5 :
Cette limite est P’(x1)P’(z2). (Le passage & la limite élargit les inégalités)

| P'(21)P' () <0

3. Soient a < b tels que P — a et P — b sont scindés.
e On note x1,...x, les racines de P — a, d’ordre v ... v, respectivement (22:1 v; =n).
On suppose également (SPDG) que z; < 23 < ...z, (racines rangées par ordre croissant).
Alors pour tout i € N,., ; est racine de (P — a)’ = P’ d’ordre v; — 1 (méme si v; — 1 =0).
Puis d’apres le théoréme de ROLLE, il existe y; €]z;,x;11[ tel que P’(y;) = 0.
Ainsi : P’ admet n — 1 racines : chaque y; d’ordre 1 et chaque x; d’ordre v; — 1.
Donc, déja, P’ est scindé :

r

r—1
Pr=ATJ(X —y) x (X =) !
i=1

i=1

e Puis considérons z € Z(P') = Z(P—a))=Z(P—-b))car (P—a) =(P—-0b) =
On ne peut avoir a la fois (P —a)(z) =0 et (P —b)(x) = 0, car on aurait a = P(x
Donc ou bien (P — a)(x) # 0 ou bien (P — b)(x) # 0.

Dans ce cas, d’apres 1., (P —a)"(2)(P —a)(z) < 0, ou (P —b)"(x)(P —b)(z) < 0.
Donc nécessairement P (z) = (P — a)"(z) = (P — a)”(x) est non nul.
Ainsi, x n’est pas racine de P”, donc n’est pas racine d’ordre > 2 de P’.

P
)=

‘ P’ est scindé & racines simples. ‘




Exercice 5
Soit E un R-espace vectoriel et v une application linéaire de E vérifiant : v2 + v + Idg = 0.
(Ici, v> = v ow et v est lindaire signifie : ¥V x,y € E,\, u € R, v(Az + py) = Mv(z) + po(y).)
1. Soit = € E, non nul.
Donc (z,v(z)) lié si et seulement si il existe A € R tel que v(x) = Az (car = # 0).
Supposons, donc, (x,v(x)) lié et considérons A € R tel que v(z) = Az.
Puis v%(z) = v(v(z)) = v(\z) = Mv(x) = \z.
Et par ailleurs, v?(z) = —v(x) —id(x) = (=X — 1)x.
Ainsi (A2 4+ XA+ 1)z = 0. Or  est non nul, donc A2 + X\ +1 = 0.
Or le polynome X2 + X + 1 n’admet que deux racines complexes non réelles : j et j2.
Donc pour tout A € R, A2 + X+ 1 # 0.
On a une contradiction

‘ (x,v(x)) est une famille libre. ‘

2. Soient z,y € E tels que (z,y,v(x)) soit une famille libre.
Alors (z,y,v(x),v(y)) est une famille liée
si et seulement si v(y) est une combinaison linéaire de la famille libre (x,y, v(z)).
Supposons donc qu’il existe A, u, v € R tels que v(y) = Az + py + vo(zx).
On compose par v :

—o(y) —y = v*(y) = v(Az + py +vo(x)) = Mo(x) + po(y) + v’ (z) = —ve+ (A= v)v(@) + po(y)
Donc, en associant les v(y). Et par ailleurs, en exploitant la relation initiale :

L+ po(y) =ve—y+ v —Av(x) =1+ prz+ 1+ p)py + (1 + pro(y)
Enfin, la famille (z,y,v(z)) est libre, donc on peut identifier :

v = (14+upA
= (1+pp
v—XA = (14+pw

|
—_
|

On obtient alors pu? 4+ i+ 1 = 0. C’est impossible, puisque x est un nombre réel.

‘ (z,y,v(x),v(y)) est une famille libre. ‘

3. Soit e; un vecteur non nul de F.
On considere ensuite e3 = v(e1). D’apres la question 1, (er, e3) est libre.
On peut trouver es tel que (eq, eq,e3) libre. Il suffit de compléter avec un vecteur d’un espace
supplémentaire & vect(ey, e3).
D’apres la question 2, (e, e2,e3,¢e4) (avec eq = v(ez)) est une famille libre de E.
Comme dim E = 4, alors cette famille est une base.

‘Donc il existe une base (e1, €2, e3,€4) de E qui vérifie e3 = v(e1) et eq = v(ez). ‘

On a alors

‘v(eg) =v%(e;) = —e; —v(e1) = —e; — e3 et de méme v(ey) = —e; — 64.‘

,O Remarques !
Nous verrons que cela signifie que la matrice de v dans la base (e1,e2,e3,e4) est

0 -1 0 0
1 -1 0 o0
M=119 0 0 -1

0 0 1 —1

Elle est diagonale par blocs



