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Devoir surveillé n°1
CORRECTION

Probleme. Suite de polynomes

O Remarques !
Lorsqu’on écrit une expression du type 3x3 — 222 (ou f(x)), on parle d’un nombre réel, qui a une certaine valeur
(selon celle prise par CE x). On ne parle pas d’une fonction !
Si ’on veut parler d’une fonction, on doit plutét écrire x v 33 — 222, (ou bien f).
Evidemment pour ce premier devoir, le correcteur ne sera pas trés regardant sur cette question.

De méme f(z)' n’a aucun sens. . .

A Suite de fonctions polynomiales

On étudie ici directement la suite de polynomes.
1. Par définition :

(n=0) pr:owlapo+(1—a?)py=(*+z+1)—(2?)=z+1

/
0
(n=1) pe:iaw2apr+(1—a?)p) =222 +22+1)— (2?) =2® + 22+ 1
/
2

=3) py:x—3zpa+ (1 —2?)ph = (323 + 622 + 32) + (1 — 22)(2x + 2) = 2> + 42? + 5z + 2

/0.5
/0.5
/]

2. On admet que si f et g sont deux fonctions polynomiales :

deg(f x g) = deg f + degg et deg(f + g) < max(deg f,degg)

(a) Posons, pour tout entier n € N*, P, : < deg(p,) < n.

— Par définition de py, P; est vraie.

— Soit n € N. Supposons que P, est vraie.
Alors p,, est de degré inférieur a n et donc z — (n+ 1)ap,(z) de degré inférieur & 1+ n.
De méme p/, est de degré deg p,, — 1, inférieur & n — 1 et donc = +— (1 —22)p, (z) de degré
inférieur 4 24+ (n—1) =n+ 1.
Par addition, deg p,+1 < max(deg(x — (n + 1)ap,),deg(x — (1 — 22)pl,(z))) < n + 1.
Donc P,, 41 est vraie.

‘Ainsi pour tout entier n > 1, deg(p,) < n. ‘

(b) Soyons plus précis, toujours par récurrence, posons pour tout n € N*, Q,, : < [pp], =1 ».
— pr:ax—x+1et donce [p1]; = 1. Q) est vraie.
— Soit n € N*, supposons que Q,, est vraie.
Alors par calcul direct, on a :

[Prtilnt1 = [z = (n+1D)apnlnir + [z — (1—x2)p;]n+1 = (n+D)[paln+[Phlns1 = [Phln—1

puisque [z — 2], =0sik # let [z 1— 2%, =0sik ¢ {0,2}.
Or [pp]ln = 1 d’apres Q,, et pour tout h € N, [pl]n = (b + 1)[pa]hs1
et donc (en h=n+1) [pl]nt1 = (n+ 2)[pr]nr2 = 0 (degp, < n)
et (en h=n—1) [pl]n—1 = n[pn]n = 1, toujours d’apres Q,.
Par conséquent :
Pryilntr =+ 1)1 -n=1

Ainsi Q,, 41 est vraie.
Par conséquent, la récurrence est démontrée et donc pour tout n > 1, [pp], = 1 et donc
degp, = n.

Avec la question précédente, on a degp, = n (double inégalité).

Pour tout entier n € N*, degp,, = n et le coeflicient dominant de p,, est [p,], = 1. ‘
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(c) On peut appliquer le méme genre de raisonnement. Notons, tout d’abord que pour tout
keN, et tout n e N:

[Prs1le = (0 4+ Dpalk + Pk — [Prle—1

Notons, donc pour tout n € N*, H,, : <V k€N, [p,]x € Z >.
— po:x+—x+ 1, donc [po]o = [po]1 = 1 et pour tout k > 2, [polx = 0.
Ainsi H est vraie.
— Soit n € N*. Supposons que H,, est vraie.
Pour tout k € N, [pni1lk = (n 4 1)[pnlk + [Ph]e+1 — [Ph]e—1-
Or H,, est vraie, donc pour tout k, [pyli € Z et par dérivation : [p] k11, [p)lk—1 € Z
L’addition de nombres entiers donne un nombre entier. Donc [pp41]x € Z.
Ainsi H,, 41 est vraie. /1.5

’Pour tout k € N, [pn]x € Z. ‘

3. Etude des racines de p,,.

(a) Le calcul donne p3 : x +— 3 + 422 + 5z + 2.
On note que —1 est une racine de p3 : (—1)> +4(-=1)? +5(-1) +2=-1+4—-5+2=0.
On peut donc factoriser p3 par  — x 4+ 1. On fait une division euclidienne : /1

p3(x) = (23 +42? + 52 +2) = (x + 1)(2® + 3z + 2)
De nouveau —1 est racine de z — z2 + 3z + 2. On refait une division euclidienne

2 +32+2=(x+1)(z+2)

p3(z) = (z+1)*(z +2)

(b) Notons d’abord 1’équivalence :
—1 est une racine de p,, si et seulement si p,(—1) = 0. Puis, pour tout entier n € N :

Pry1(=1) = (n+1)(=)pn(=1)+ (1= (=1)*)p1,(=1) = =(n+1)pn(=1)+0 = —(n+1)p,(-1)
On reconnait la suite factorielle :

Pnt1(—1) ==+ Dpp(=1) = (n+ )np—1(—1) = ...
= (—1)* (n+ 1) Prnt1—k(—1)
~———

(t D! qyite factorielle décroissante

(n+1—k)!

== (1" + Dipo(-1)

Or po(—1) =0, donc p,11(—1) = 0, pour tout entier n. /2,5

’ Donc pour tout entier n, —1 est une racine de p,.

O Remarques !
& Evidemment, une démonstration par récurrence est possible ici, également. . .

(c) Pour tout réel z,
pa(z) =dx(z+ 1)} (z+2)+ (1 —2)(1+2)2(z+1)(x+2) + (z + 1)?]

[(z + 1) do(r+2) +2(1 —2)(x +2) + (1 — 2)(1 + 2)]
= (z+1)*[22 + 62 +5] = (z + 1)3(z +5)

/2

’VxeR, p4(x):(x+1)3(x+5)‘

n
4. Soit n € N, fixé. On note pour tout x € R, p,(z) = Zakxk.
k=0

(a) On a alors, p, dérivable et

VzeR, pl(z)= Z kagazh 1
k=1



et donc pour tout réel x

(n + Dapn(@) + (1 - 22)p),(2)

n

k=0
h=k+1sk=h—1

(n + 1)apztt + Z kaga®?
k=1

h=k—-1

n
_ E kzakka
k=1

h=k+1

n+1

>

(S

h=1

h=1

Pour tout réel x,

n—1
(n+ Dap_1z —i—Zkath -
) k=0

n+1

h=2

Z(h — Dap_1z"
ah,lxh +(n+Dap_12™ + (n+ 1)anm"+1> + <a1 + Z(h + Dapt1z
- (Z(h — Dap—12" + (n — Da,_12" + naw"“)

ai + Z((n —h+2)ap_1+ (h+ Dap1)z" + 2a, 12" + apa™™

n—1

)

h=1

1

/3

n—1

h=1

(n+ Dap,(z) + (1 —2*)pl (z) = a1 + Z((n —h+2ap_1+ (h+ Daps1)z" + 20, 12" + apz™ ™!

(b) Or il s’agit du polynéme p,,+1, on peut donc identifier (ap = [pn]n) :

[pn+1]k =

A condition de prendre [p,]r = 0si k < 0 ousi k > n, on trouve bien une unique expression :

(n =k +2)[pnle—1 + (b + 1)[pa)k+1

[pn]l

Q[pn}n—l
[Pn]n

sik=0
sikeN,_
sik=n
sik=n+1

/1.5

‘Vke [0,n + 1],

[Priile = (0 =k +2)[pale—1 + (kK + 1)[pn]r+1 ‘

(c) On a trouvé pg : @ + 61 + 2722 + 47922 + 41623 + 1792* + 3225 + 2°.

Si on note ps(x) = ag + a1z + asx? + azr® + agx* + asz®, on a alors le systeme (n =

ai
6&()

ai
6ag +2as
50,1

4a2

+2a2

5a1
4a2

+3a3

as

+3a3

+4ay

3a3
20,4

=61
=272
=479
=416
= 58
=16
=1

+4(l4

a4
as

+5(l5

as

=61 (
=272 (
=479 (
=416 (
(
(
(

=32

=179

=1

5) :
h=0)
h=1)
h=2)
h=3)
h=4)
h=5)
h=6)
aq =61
an 16 %(LQ — %L4 + 2L6
a; = 61 l(Lg - 3L5)
< ay; =88 g(LéL — 4L6)
as = 58
ay = 16
as =1
/2

’ Pour tout * € R, ps(x) = 16 + 61z + 8822 + 5823 + 162* + 5. ‘

B. Introduction d’une fonction auxiliaire

]—7771

On note I, I'intervalle I = | =

[ et h, la fonction auxiliaire infiniment dérivable sur I :

h:xz—

CoOsT

sinz + 1

1. II s’agit de calcul classique de terminale. Espérons que les étudiants n’ont pas tout oublié. . .
h est une fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas sur I, elle est donc de classe



C? (au moins et C* en fait).
Et pour tout x € I,

W () coszcosx +sinz(sine +1)  (sin®?z +cos’z) +sinz  sinz + 1
T) = — _

cos? z cos?(x) cos?(x)

W () coszcos?x + 2sinzcosx(sinz + 1) cos®z + 2sin®z + 2sinz)  sin®x + 2sinx + 1
x) = = _
cos* cos3(x) cos3(x)

/2

, inz+ 1 1(sinz
Wi(z) = Scosz(—;c) <: pco(sSQ(x))

) ot B'(z) = sin?x + 2sinz + 1 (_ pa(sin a:))

cos3(x) ~ cos3(x)

2. Soit x € I,
COST = Cos> T_ sin? L (cosf + sin E) (cos r_ sin E)
N 2 2 2 2 2 2

sinerl*2sin£cos£+cos2£+sin2£* (cosE+sin£)2
B 2 2 2 2 2 2

Comme z € I, § €] — §, %[, donc cos § 4 sin § > 0, on peut simplifier : /2

z in
oS Teny

T _ginZ%’
COS 5 — Sl 5

Pour tout x € I, h(z) =

3. Nous raisonnons par récurrence.
. (x
Posons, pour tout entier n € N, P, : «Vz €I, hM(z)= L(l) >,
cos"t1(z)

(Nous avons vu que h est de classe C*° en premiere question).
— On a clairement : ) )

_ l+4sinz  po(sinz)

~ cosx  cosOtl(x)

h(z)

Donc Py est vraie.
. . sin x
— Soit n € N. Supposons que P,, est vraie, donc h(™ : z M
cos"tl(x)

h(") est alors dérivable et pour tout x € R,
_cosx X pl(sinz) x cos"(x) — (n + 1)(—sin(x)) cos™(x) X py(sinz) /2

(cos 1 (2))? 2
cos® z X pl(sinx) 4 (n + 1) sin(x)py(sinz) (1 —sin®z) x p),(sinz) + (n + 1) sin(2)p, (sin z)

h(n+1)(x)

cos?nt2—n(g) cos"2(x)

On reconnait p,y1(sinz) (composition de p,11 avec sinx).
Donc P,,+1 est vraie. /1

h(n)(z) _ pn()

Pour tout neNyona:Vazel, _—
cos"tl(x)

4. On rappelle que la suite (o), a été définie dans le propos introductif.
(a) Soit = € I, ce calcul a déja était fait (en partie) :
14 (h(a)? = cos? +(sinz + 1)2 _ cos? z + sin?z + 2sinz + 1 _ 2sinz+2 oM ()

cos? x cos? x cos? x

/1.5

| Pour tout x € I, 20/ (x) = 1 + (h(x))”. |

(b) Enz=0:

riy _ DP1(sin0)  pi(0) _ po(sin0)
w0) = (‘,1082(0) N 11 - o) = ?JOS(O) - o

Avec la relation précédente : /1

(c) Montrons par récurrence sur n € N*, Q,, : <« 2p(+1) = Z (Z) RFIp=k)
k=0



— Dérivons la relation 24’ = 1+ h2 :
op I+ —op” — 0 4+ 2hR = (O) RORM) L (1> JNEINC)
1 1

Ainsi Q; est vrale. /1
— Soit n € N*. Supposons que Q,, est vraie. Alors

n !/
2R+ — (2pnD)) <j£: <Z>;gk)h(nk>>

k=0
— Z ( ) k-‘rl h(n k) 4 Z ( >h(k)h(n—k+1)
r=k+lsk=r—1 r=k

n+1
_ h(r)h (n+1—r) h(r)h n—r+1)

=3 (o]

n ! n n

— h(n+1)h(0) h(r)h(n—i-l—r) h(r)h(n+1—r) h(O)h(n+1)

(n) + Z:l r—1 * z‘; T * 0

N , r= r= \ ,

r=n+1 r=0

= pnt ) p(0) 4 Z (( 1) + ( )) R p(nt1=r) (g) 1 (0) py(n+1)
r—

n

_ n+1 h(n+l)h(0) + Z n+1 h(r)h(n_i_l_,r) + n+1 h(o)h("‘H)
n+1 r 0

r=1

car () = ("‘H) =) = ("31) = 1 et d’apres la relation de Pascal : (")) + (7) = ("H).

n n+1 r r
o n+1
On trouve donc : 2R("*+2) = Z ( )h(T)h(""’l_T).
r=0 r
Ainsi Q,, 11 est vraie. /3,5

Donc pour tout n > 1, 2?1 = (n> h(F) p(n—Fk)
i 2
Par ailleurs, on sait que a, = p,(0) = cos"t1(0) x h(™(0) = 11 (0).

Doncenxz=0:
. B " /n
vV n e N¥, 200041 = ,;_0 (k) QU Olpy—f

O Remarques !
n

Par la suite ici, on pourra exploiter la formule de Leibniz : (f X g) Z (n>f(k) (n—k)_
k=0
En dérivant n fois la relation : 2h/(x) = 1 + (h(x))?

2h(n+1) i( )}(k)(,[ h(n k)(q)

C. Permutations alternantes

On note P.A.M. pour dire permutation alternante montante et P.A.D. pour une permutation des-
cendante.

1. Dénombrement des permutations alternantes

(a) Pour démontrer les résultats annoncés, on peut par exemple écrire toutes les permutations
et compter simplement celles qui sont montantes.

Pour n =2, il y a une P.AM. : (1,2) (Pautre (2,1) n’est pas montante). /0,5
Pour n = 3, il y a 6 permutations : (1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2) et (3,2,1).
Deux permutations sont des P.A.M. : (1,3,2) et (2,3,1). /1
Pour n =4, il y a 24 permutations. On peut les écrire et souligner celles qui sont montantes : /1,5
(1,2,3,4), (1,2,4,3), (1,3,2,4), (1,3,4,2), (1,4,2,3), (1,4, 3,2).
(ZL&@AZL&@AZ&L@(234DAZ&L$AZ&&U
(3,1,2,4), (3,1,4,2), (3,2,1,4), (3,2,4,1), (3,4,1,2), (3,4,2,1).
(4,1,2,3), (4,1,3,2), (4,2,1,3), (4,2,3,1), (4,3,1,2), (4,3,2,1).

Cinq permutations sont des P.A.M.



Piste de recherche...

Pour ce genre de question, il n’y a qu’une bonne méthode : montrer qu’on passe d’un probléme (per-
mutations montantes) a 'autre (permutations descendantes) avec une application bijective.

Ici, on note ®,, : N,, = N,,, k+— n+1—k, elle est décroissante et permet de passer d’une liste montantes
a une listes descendantes.

Par exemple pour n = 6, a la permutation montante : (2,5,3,6,1,4), ®g associe la permutation
(P6(2), Ps(5), Ps(3), P6(6), Ps(1), Ps(4)) = (5,2,4,1,6,3) qui est bien descendante

On fixe donc n et on considere @, : N, - N,,, k—n+1—k.
Elle est bijective : chaque nombre de N,, a un unique antécédent par ®,,,
le nombre n+1—k, car &,(n+1—-k)=n+1-(n+1—-k)) =k.

Sifl = (x1,x2,...x,) est une liste permutative de N,,, on note ®,,(¢) = (P, (x1), Pr(x2),... Pp(xy)).

On a les équivalences :

£ est P.A.M. Viel[2,n],(-1)i(x; —2-1) >0
Vie[2n], () ((n+1-2) = (n+1—-2i1))>0
Vi€ [2,n], (=) P, (z;) — Pp(zi-1)) <O
D, (¢) est P.AD.

rres

A toute liste croissante, on associe une seule liste décroissante. Et réciproquement.

Pour tout n > 2, que le nombre de permutations alternantes montantes
est égal au nombre de permutations alternantes descendantes.

Sin > 2, on note 3, le nombre de permutations alternantes montantes de [1,n] et on convient
que fBp = f1 = 1.

()

O Remarques !

% Ce qu’on montre ici, c’est que le nombre B ne dépend pas du fail qu’on prenne exactement les k

nombres de 1 a k, ou k autres nombres que l’on peut ordonner.

L’ensemble A contient k éléments pris dans [![1, n] et que Pon peut ordonner z1 < 23 < ...xZ.
On définit ainsi une fonction ¢ : Ny — A, i — z;.
On a alors ’équivalence :

(ai1,...a) est une P.AM. de Ny <= (¢¥(a1),...¥(ax)) est une liste A.M de A

‘Le nombre de ces listes extraites de A qui sont alternantes montantes est égal a S. ‘

(d) Soit n € N, on cherche & dénombrer les P.A.M de N, 1, noté B,11.
On va séparer ces P.A.M. en sous-ensemble selon la valeur du position occupée par n + 1
dans la liste, position dramétrée par k + 1 par la suite.
Notons que le nombre n + 1 étant le plus grand de la liste,
il est nécessaire qu’il se trouve dans une position paire car il est plus grand que ces
deux voisins (les nombres en position k et k + 2) pour avoir une P.A.M..
Plutdt que de diviser par 2, nous allons calculer ensemble le nombre de P.A.M. et
de P.A.D, puisqu’il s’agit du méme nombre.

Ainsi, on note pour tout k € [0,n], P, = {0 P.A. de N,,41 et tel que o(k+1) =n+ 1}.
On a la réunion disjointe :

{o, PAM. de N, 1 }| {0, PAD. de N, 1} =4 P
k=0

En passant au cardinal :

2841 = card{o, P.AM. de Nyyy1} + card{o, PAD. de Nyya} =) card(Py)
k=0

Reste a calculer le cardinal de Py, ensemble des PAM de N,,;; dont le terme en position
k+1estn+1.

Une telle PAM se caractérise (bijectivement) par :

/1,5

/1



— le < choix »des k éléments de N,, qui se trouve avant la position k + 1.
Ily a (}) possiblités.

— Supposons que k + 1 est pair (resp. impair). Alors la liste 0 nécessairement une P.A.M.
(resp. P.A.D.) et donc la liste des k premiers termes est également une P.A.M. (resp.

P.AD.).
Il a donc B possibilités pour créer une tette liste.

— Quel que soit la parité de k, la liste des termes en position k + 2, k+ 3, ...n+ 1 pour o

est nécessairement une P.A.M.
Elle est prise dans un ensemble & (n+ 1) — (k + 2) + 1 = n — k éléments.
Il a donc B,,_ possibilités pour créer une tette liste.

n
Les opportunités se multiplient dans ces trois situations donc card(Py) = ( /4;) B Bn—_k-

Pour tout entier n > 1, 26,41 = Z (Z) BrBn—rk-

k=0

(e) On démontre ce résultat par une récurrence forte (explicite ou implicite).
Posons, pour tout n € N, P,, : < pour tout k < n, B = ag >
— On sait que By =1 = ag.
Donc Py est vraie.

— Soit n € N. On suppose que P,, est vraie. On veut démontrer que P, 11 est vraie.

Constatons donc, pour commencer, que pour tout k < n, S = ay.
Il reste donc a démontrer le cas k =n + 1. Or

1
/Bn—i-l = 5 I;Bkﬁn—k — 5 Z ApQip | = Qp41

d’apres ’Pn k 0 d’apres B.4.(c)

Donc P, 41 est vraie.

‘Ainsi pour tout n € N, 8, = a, ‘

O Remarques !
% La récurrence forte implicite consiste ici a noter Qp : < Bn = an >.

Puis de démontrer Qq et les implications : ¥V n € N, (Qo, Q1,...9n) = Qni1.

2. Permutations aléatoires.

Pour tout entier n > 2, on munit ’ensemble 2, des permutations de [1,n] de la probabilité
uniforme. On note m, la probabilité qu’une permutation dans 2, soit alternante montante. On

convient de plus que mg = m; = 1.

(a) On sait que 7, = ﬂ—’:, puisque le nombre de cas favorables est 3,,.

On a alors pour tout n € N*,

_ Bny1 1
TS ) 2+ Dl Z F(n ﬂkﬂn T kz::mmn_

k

(b) On montre alors par une récurrence forte que pour tout k € N, 7 < f’“ T

Notons, alors pour tout k£ € N, cette propriété Hy.

— Hg est vraie car mp = 1 < V2 =

— Hi estvraiecarm:lglzﬁ
2
(nécessaire, car la formule utilisée par récurrence est vraie que pour n > 1)
— Soit n € N*. Supposons que Hg, Hi...H, sont vraies.

On a alors

1 &1 1 1 IR
7T”“<2(n+1)Z\/§’f—1\/5”—’“‘1_ 2(n+1 )W*QZ“W

k=0

Donc H,, 41 est vraie

/2
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/1+0,5

1
F et donc lim T = 0
5"

VkeN, <

On définit une variable aléatoire M,, sur {2, en associant a toute permutation o € €2, l'entier

M, (o) tel que :

— My(o)=2si0(1) > d(2);

— M, (o) =3si0(1l) < o(2) mais 0(2) < o(3);

— My,(o) =4si0(1) < o(2), 0(2) > o(3) mais 0(3) > o(4);

— M, (0) =n+1si o est alternante montante.

En d’autres termes, M, (c) = k + 1 ou k est le plus grand entier tel que (o(1),...,0(k)) soit
alternante montante. On note E(M,,) Uespérance de M,,.

Soit i € [0, n].
o€ [M, >i] <= M,(0) >i< (c(1),0(2),...0(i))A.C.

Pour une telle situation, il y a autant de cas favorables que :
— de choix de 7 éléments dans N,, : (?) possibilités
— et parmi ceux-ci les cas AM : 3; cas favorables
— puis, toutes les permutations des n — i éléments non choisis, laisse les cas favorables :
(n —4)! possibilités.
On a donc /1
(?)51(” —i)! B

[
n! 7! !

P(M, >i) =

M,, est une variable aléatoire & valeurs entieres positives (et majorée par n).
On exploite le fait que [M,, > k — 1] = [M,, = k] W [M,, > k],

donc P(M,, > k- 1) =P(M, = k) + P(M, > k),

donc P(M,, =k)=P(M, > k—-1)—-P(M, > k).
On a le résultat classique suivant :

n+1 n+1
E(M,) =Y kP(M,=Fk)=> k(P(M,>k-1)-P(M, > k)

k=2 k=2

n+1 n+1
=Y kP(M, >k—1) =Y kP(M, > k)

k=2 k=2

n n+1

= (i+1)P(M, >i)— > kP(M, > k)

i=1 k=2

n n n+1

S P(M, > i)+ Y iP(M, > i)=Y kP(M, > k)

i=1 i=1 k=2
=> P(M, > i)+ P(M, >1)—(n+1)P(M, >n+1)

n n n /Bz n aZ
:1+ZW‘:ZMZZT:ZF
i=1 i=0  i=0 i=0

_ i: pi(0) _ Zn: h9(0)

i=0 4 i=0 il /1,5

En passant a la limite (nous verrons plus tard) que
/0,5
i BUM X h(0) L sin(1) +1
nrroo (M) = ; il ~ cos(1)




