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Devoir surveillé n°2
CORRECTION

Probleme. Modeles démographiques et épidémiologiques

Dans ce probléeme, nous étudions des modélisations mathématiques a des problemes démographiques
ou de propagation de maladie.

A. Modéle de Verhulst (1838)

1

y =ry(l— Ey) (E)

ou r et K sont deux parametres dont on donnera un sens < physique > par la suite.
1. Une premiéere fonction intermédiaire.

(a) N est dérivable par hypothese (solution d’'une EDL1). t — e~ est de classe C*°, donc
dérivable.
Par multiplication,

‘f est dérivable sur [0; +o00]. ‘

(b) On a alors, pour tout ¢ > 0,

1
f'(t)=N({t)e " —rN(t)e ™ = rN(t) x(l—?N(t)) xe "t—rN(t)xe "t = —%N(t)xN(t}efﬁ
Donc f est solution de ’équation différentielle (Fy) : ¢y = —%N(t)y.

(c) Notons N, une primitive de N sur R (N est continue sur R).
f est solutions d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1, nécessairement :

IKeR f:t— Kexp </t;N(u)du> — Kexp <7%N(t))

Par ailleurs, f(0) = N(0)e® = Ny = K exp (f%N(O)), donc K = Njexp (%N(O)) Donc

V>0 f(t) = Noe k(NN

1
2. Une seconde fonction intermédiaire. Soit A : [0, +o0o[— R, ¢ — N

(a) D’apres la partie précédente, pour tout ¢t > 0,
N(t) — f(t)ert — Noertfﬁ(ﬁ(t)fﬁ(()) >0

Donc h est bien définie sur Ry, elle est dérivable comme inverse d’une fonction dérivable
jamais nulle.

‘ h est définie et dérivable sur [0; 400 ‘

(b) On a alors, pour tout ¢ > 0

W (t) = —x((:; —r <1 - ;(N> =~ ()

h est solution de I’équation différentielle linéaire (Es) : ¢ = —ry + % (E2).




(c) 1l s’agit d’une équation différentielle linéaire du premier ordre.
On résout I’équation homogene : 3’ = —ry.
On a alors une solution yg : t — e~ car r est constant.
Concernant une solution particuliere, on peut appliquer une méthode de type variation

1
de la constante, ou trouver une solution particuliere, par exemple constante y : ¢ > 7

Donc § = {t — Ce ™ + +;C € R}

(d) h est une solution donc h € S, et il existe C tel que h: ¢t +— Ce " + L.
Or

1 1 1 1 1
hOziz—:Co — == — - —
O=F0 =% "% "% Ny K
Donc, pour tout ¢t > 0,
1 1
ht:f—’l't —(1— —rt
()= 5oe "+ -
Alors, pour tout ¢t > 0,
1 1 NoeTt Noe”
N@t) =7~ =7 i 1 ) < to No (rt
h(t) e "+ (1 —e")  Noe L+ F2(emt —1)
Noert

N:R, 5 R, t

1+ 2o (ert —1)

O Remarques !
L’existence de N est donnée dans l’énoncé. Il faudrait a ce stade vérifier que la fonction obtenue (la seule

possible) est bien solution de I’équation (E).

1l faudrait tout simplement faire le calcul et vérifier que l’égalité est juste

3. Etude de la fonction N.

(a) Pour tout ¢ > 0, en multipliant numérateur et dénominateur par e~ > 0 :

N, N,
N = = o o = K
et(l-R)+ R TR
lim N({) =K
t—+o0

Comme K est la limite de N, quelle que soit la condition initiale (Ng > K ou Ny < K), il
s’agit de la capacité d’accueil du nombre de personnes N dans le milieu considéré.

‘VERHULST appelle la constante K : < capacité du milieu >. ‘

(b) t — e est décroissante sur [0, +o0o[ ) valeur dans |0, 1].

— Si % > 1,alors t — e (1 — % est strictement croissante (multiplication par un nombre
négatif).
L’ajout d’une constante, ne change rien.
La composition par t — % rend la fonction strictement décroissante.
Dans ce cas : N est décroissante.

— Si Jo < 1, alors ¢ + e7"(1 — Jo est strictement décroissante (multiplication par un
nombre positif).
L’ajout d’une constante, ne change rien.
La composition par ¢ — % rend la fonction strictement croissante.
Dans ce cas : IN_est croissante.

Si % < 1, N est strictement croissante sur R

si % > 1, N est strictement décroissante sur R
et si % =1, N est constante égale a K




O Remarques !
On peut également exploiter la dérivée, surtout qu’ici on a directement

N
N’:rN<17—>
K

On woit le changement de signe de N’ dés que N > K ou N < K, car N >0

4. On suppose que Ny < %K (et donc % <1).

(a) Comme N est dérivable et que N’ =rN (1 — %), alors N’ est également dérivable.

Donc N’ est continue, donc N est de classe C'.
Ainsi N’ est de classe C! et donc

‘ N est de classe C2. ‘

Et pour tout ¢ > 0, (en dérivant ’équation différentielle) :

N"(t) =rN'(t) — %QN(t)N’(t)
— V() (1- ) - 2N (- §)

= ) (1= §) (1-2§)

Vit=0, N'(t)=r*N(t) x (1 - 1N) <1 = 2N)

(b) Puisque K > % > Ny, nous savons que N est continue et strictement croissante de R a

valeurs dans [Ny, K7,
Donc N réalise une bijection de R sur [Ny, K.
Puis, pour tout t e R :
N 2N K
N(t)>0; 1—?>0, 1—?—0@N—5

K
Donc on a l'équivalence : N (t) =0 <= N(to) = 5

Or N réalise une bijection de R sur [Ny, K] et par hypothése Ny < %, donc % € [No, K.

Donc il existe un unique réel ¢ty dans I'intervalle ]0; +0o] tel que N”(tg) = 0 (et N(to) = %).

(¢) On a alors,

N (t)

N'(t)>0+=1- >0<= N{) < —=N(y) <=t<t

K
2
car N est strictement croissante.
Et de méme

N'(t) <0<t >t

‘Donc N est convexe sur [0, to[ et concave sur ]tg, +00l. ‘

(d) La croissance ralentit signifie que la dérivée, toujours positive (croissance) décroit, donc que
sa propre dérivée (soit la dérivée seconde de la fonction initiale) est négative.

‘ Donc la croissance ralentit signifie que N = 0. C’est bien en ty que cela se produit.

On parle mathématiquement de point d’inflexion, on dit que la courbe < tourne sa conca-
vité > : elle passe de convexe a concave ou inversement.

(e) On a la représentation graphique suivante :



On notera la forme convexe avant le point et concave ensuite.

5. On suppose de plus que 0 < Ny < %
VERHULST appelait deuziéme dge [de la croissance de la population] la période se situant entre
les instants 0 et to, et troisieme dge la période se situant entre les instants tg et 2.

(a) On sait que N(t) =

No
- R

Or en tg, N(ty) = 5 cela donne 1’équation :

No -

e (1 7

10 11 12

No LN =1<:>e*”0(£—1):1
e~rto(1— Sy Jo 2 e*”O(N%—l)—kl 2 No
K
exp(rtg) = ﬁo—l
On a vu N
rt roer /
Nt 1+1}]’§(E:7't—1) B I:l+1}§K(e7't—1) B I:Z((f))

avec u:t— 14+ Jo (e —1).

Donc une primitive de N est N : ¢ En |1+ o (et — 1))

On a vu que N > 0 sur R, donc comme son numérateur ’est également,
est positif.

son dénominateur

Une primitive de N sur [0, +-00[ est N : t — En (1+ 52(emt —

).

On a alors
N = Nt - 80 = S (1 $ 20 1)) —0="Sm <1 + o <<wo>2 - 1>)
o () B )
= gln <]IV{0 — 1> = gln(e”o) = Kt

Pour avoir la valeur moyenne, on divise par 2tg, et donc

K
la valeur moyenne de N entre t = 0 et t = 2ty vaut —.

K
On a vu que N1 = N(tp) = 5
Donc
1 1 1 1
No K _No K :E—lze”o
1 1 2 1 No
N, K K K
Donc en composant par In et en divisant par g
1 1
1 —_
r=—In ]\{" If




B. Modele SIR de Kermack et McKendrick (1926) /14

1. Les applications S, I et R sont dérivables sur R, donc par addition, N I’est également.
VteRy, N'(t)=5t)+I'(t)+ R (t) = —aSI +aSI —bI +bI =0

‘Donc N est constante sur Ry et vaut N(0) = No. ‘

2. Etude des limites pour ¢t — +oc.

(a) I est dérivable donc continue sur R. Elle admet donc une primitive sur R, notée I.
S est alors solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1, homogene.
I existe C' € R tel que S: ¢ — Cexp (— al(t)).

Par ailleurs S(0) = Nog — Ip = Cexp ( — af(O)), donc C' = (No — Ip) exp (af(O))

St (No— Io) exp (a(I(0) — I(t)))

Par produit de termes strictement positifs, pour tout ¢t > 0,

| S(t) > 0, pour tout ¢ > 0. |

(b) Pour les mémes raisons, la fonction ¢ : ¢ — aS(t) — b est continue et admet une primitive &
sur R, 1l existe alors C’ € R tel que pour tout ¢t € R,

I(t) = C"exp(—=®(t)) = I(0) = Iy = C" exp(®(0))

Donc

\v teRy, I:ts Iyexp(®(0) — () > 0\

(¢) Comme S(t) et I(t) sont positives pour tout ¢t € Ry, S'(t) = —aS(t)I(t) < 0.
Donc S est décroissante sur R . Par ailleurs, S est positive donc minorée par 0.
La suite (S(n)), est donc décroissante, minorée donc convergente. Notons So, sa limite.
Alors pour tout € > 0, il existe N tel que Vn > N, Soo < Sp < S + €.
Par décroissance de S, pour tout t > N, So < S([t]) < S(t) < S(|t]) < Soo + €.

Donc lim S(t) = Seo.

t——+oo

De méme, pour tout t € Ry, R'(t) = bI(t) > 0, donc R est strictement croissante sur R.
On a vu que R(t) = N(t) — S(t) — I(t) = No — S(t) — I(t) < Ny car S et I sont positives.
Donc R est majorée. Comme pour .S, —R est convergente,

donc R est convergente. On note Roo = lim R(?)
t——+o0

Enfin, pour tout ¢t > 0, I(t) = N(t) — S(t) — R(t) = No — S(t) — R(?).

‘Elle admet une limite pour ¢ — 400 (par addition) : Ioc = Ny — Soo — Reo-

(d) Comme I(t) > 0, pour tout ¢ € R, nécessairement I, > 0.
Faisons un raisonnement par ’absurde et supposons que I, > 0. On note € = %Ioc.
Alors & partir d’un certain rang, I(t) est toujours proche de I, & e. Formellement :

1
3A>0|Vt>A,|](t)—IOO\<e<:>—e<1(t)—loo<e:>I(t)>Ioo—e:§IOO
Ainsi, comme b > 0;

Vo> A R(x) — R(A) = /: RI(#)dt = b/: (1)t > %b[oo(x — A

Tr—r00

1
Or lim ibloo(x — A) = 400. C’est impossible !

’ Donc nécessairement : I, = 0. ‘

(e) La fonction S est dérivable et est strictement positive, donc

L est bien définie et dérivable sur R par composition.




On a alors, pour tout t € R

iy S

= —al(t) = —al'(t)
On peut intégrer cette égalité entre 0 et ¢ :
t
L(t) — L(0) = / L' (u)du = —a[I(t) — 1(0)]
0

Et par ailleurs, I'(t) = alI(t)S(t) — bI(t) = —S'(t) — bI(¢t).
On peut également l'intégrer entre 0 et ¢ :

I(t)— Iy = /O I'(u)du = — /O S’ (u)du — b /O I(t)dt = S(0) — S(t) + b(I1(0) — I(1))

On trouve ainsi que pour tout ¢t € Ry :

ZX() — £0) = [H(6) ~ F(O)] = 3 (S~ S(6) ~ 1(1) + Io) =

a b (No = (S(8) +1(1)))

VteR,, L(t) = %(S(t) — I(t)) + In S(0) — %No

(f) On a donc en faisant tendre ¢ — 400 (les limites existent et Io, = 0)

In(Sa) = %(Soo —0)+1nS(0) — %NO
Soo a
1 - - —_ N,
15(0) p (S = o)

(g) Nous savons que S € [0, No.

Donc %(Soo —Ny) € [—%NO,O]. Et ainsi S € [So exp ( — gNo),SOeO}.

2 Np) < S < So.

a

Donc nécessairement : 0 < S exp (

On notera en particulier que S, > 0.
3. On cherche une valeur approchée du temps 7" du pic épidémique.
(a) S est continue, strictement décroissante de R sur [S(0), S ], donc elle établit une bijection.
5 € [5(0), S, donc £ admet un unique antécédent noté T sur R.
Si on note S~1, la réciproque de S; on a S(T) = & <= T = §=1 (2)// Par ailleurs, pour
tout t >0, I'(t) = al(t) x (S(t) — 2).

a
Or on a vu que I(t) > 0 on a donc les variations suivantes pour I :

t 0 T +o00
I'(t) + 0 -
I /! ¢

Donc I présente un maximum local en T tel que S(T) = 2.

On note S7!: [S4;5(0)] = R4, la fonction réciproque de S.

(b) Comme S~(2) =T et S71(5(0)) = 0. Et S~ est dérivable sur [Ss; S(0)] car sa réciproque
est dérivable sur Ry et ne s’annule pas (toujours strictement négative).
On a donc

T—-0=5"" (b

a

)-stson= [0 57

(¢) On admet que pour tout t € Ry, S'(t) = —aS(t) (N — S(t) + gln(%)).

O Remarques !
§ Le calcul est faisable. D’une part 8" = aSI = aS(N — S — R).
!

D’autre part : R’ = bl = %% qui s’intégre en R(t) = R(t) — Ro = %(ln(S(t)) —1n(Sp))



On sait que, comme S’(t) # 0 pour tout ¢t > 0,

Donc

T-0= /‘Zi _ duw /3 du
5(0) S/(S—l(u)) 5(0) —au(N —u+ gln(%))

(d) En faisant un changement de variable bijectif s = %,
On ads = —du et u = Ns. Enfin, notons que Ng—1 =N —-1=N(1— %)
Dans ce cas :

Na ds =~ ds
T:/l_l—aNs(l—s—i— ln( N)):/b aNs(l—s+ 5% In(5 N))

N Na

. . o 1
(e) Soit ¢ : z > In(1 — x) + 2z définie sur [0, 5], X Ly
¢ est dérivable et pour tout z € [0,1] ¢/(z) = Tt 2 = . *
—x —x

Donc pour

T e [0, %], 1-— >0,1—x >0, donc p croissante.
Ainsi, pour tout z € [0, 2], o(z) = ¢(0) =0, donc In(1 — z) > —2x.

1
Vaoe [0,2} ,In(l —2) > -2z
(f) Onadoncen s ==z :1In(s) <s—1.
1 -2
Et pour N > 2, enmz—%e [0,%],onaln(1—ﬁ) >= -

Donc :

b s b b 1 b 2b
1-— —n{———]=1- —hs——h|(l-—=|<1- —(s—1)+ —
5+aNn<1—}V) SRS aNn( N) st U+ e
En composant par la fonction = — % décroissante, on inverse le sens des inégalités (s > 0) :

1 1

2 b 2b

(1—s—|— 111( Si>) 5(175+a7N(571)+aN2)
N

1

Puis, par croissance de I'intégrale

/1 ds B =% ds
© N s(1-s+o5(s = 1)+ ) aN ax — (1- 2x) 5)
b - il Sagit done de caluler | ——%
(2) OnnoteU—1+aN2—a—NetV_1—a—N,1 s’agit donc de calculer STV
On effectue une décomposition en éléments simples :
1 1%
s(tU-Vs) s U-Vs
Donc
A ds Vds ?
—_— = — —+ = 1 ——1 U-Vv
/as(U—vs) U/ / U—Vs [ nlsl = g In| S'L
/ﬁ ds L |8 —Va)
S N Fi S
o SU=Vs) U |a(U-VP)
(h) On trouve donc avec v = % et f=1— % :
2b
14— b b b
U—aV Y—a e aN+W 1- 2%+ nevg
U—BV_Q—[B_ 2b - + 2b - 14+ 2b
v aN?2 1 N N(aN—b aN—b
L+ 25—l (alN=5)
aN

= n— = +
aNU ~aU-VB  aN-b+2L  aN-b+2L b 1+ 2

B _pl- 2
o L BU-Va In N 1 ln((N 11— o% + N b)>




O Remarques !
Comme aN et b sont comparables (en valeur) et tres inférieur a N, on peut faire les estimations :
1— b 4 20
a(N —1) aN T N(aN—b)
55 << N.
b 1+ =2
aN—b

— 2b t
a(N —1)=a, Nan—p <<1- x> et donc (

InN
N—-b

Ainsi, le minorant ici est de l’ordre de
a

4. Approximation de S et R, dans le cas ou I est petit.

In(1+2)—x— 122
(a) Soit €:x — ( )12 2
E'T
Par addition et division, cette fonction est continue sur son ensemble de définition | —1, +o0].
On applique la regle de L’Hopital pour connaitre sa limite en 0, avec les fonctions :

friz=In(l+2) — 2 — §2? de derivées fi(z) = 5 — 1 —z et f{’(x):ﬁfl

g1 : x> 22% de derivées g{(z) =z et g{(z) =1
Alors comme g1 (0) = f1(0) =0, ¢/ (0) =1et f{'(0)=0:

A o)
2 @)~ gi0) ="

Et de méme ,
lim (z) = lim 21 = i A1) _
x—0 z—0 g1 (IL’) z—0 91 (ZL‘)

Donc € est continue en 0, de limite nulle.

Il existe une fonction €, continue en 0 de valeur nulle en 0 tel que In(1 + z) = = + CL22(1 + e(z))

(b) On reprend la relation qui relie Sy, & lui-méme :

a Soo Soo SOO—N+IO ROO_IO
(S —N) =1 =1 =ln|{l+ —————)=In(1—- ———
5 J=hgo Yo n( TN ) n( N -1,
Ry — I
Donc avec la relation précédente en x = > 0.
N — I
a a Reo—1Io 1( Re—1I\’ Reo — I
IR = (S —N)= -2 =20 4 o (e 70 (1 —7)
b b(oo ) N—IO+2( N—Io) +€( N_IO)
Ainsi
a Roo—1Ip 1 [Re—1Io\> Roo — I
=B () (e )
b N —1I, +2<N10> el N I,
(¢) On supposant I trés faible initialement devant N et aussi devant R, on peut faire I’ap-
proximation :
a R, 1R? R
TRy = =2~ Zloo
b N tane LTy

Avec Rﬁ"’ proche de 0, e(%) ~ 0 et donc R, est solution de I’équation (simplifiée par R.) :
a 1 n 1
b~ N ' 2N2

R, ~ (Q‘IbN 1)]\7

R

O Remarques !
§ C’est un facteur donc on a beaucoup entendu parler pendant le confinement : la comparaison a 1 de

gN et de QEN...
b b

Des informations complémentaires :
http ://images.math.cnrs.fr/Modelisation-d-une-epidemie-partie-1.html



