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Devoir a la maison n°3

La notation tiendra particulierement compte de la qualité de la rédaction, la précision des
raisonnements et 1’énoncé des formules utilisées.

Exercice 1
Soit E et F' deux ensembles non vides et f: E — F .

1. Montrer que : siV A, B C E, f(ANB) = f(A) N f(B), alors f est injective.
2. Montrer que : 3 A, B C E tels que f(AN B) # f(A) N f(B) = f non injective.

3. Qu’avez-vous démontrer avec ces deux implications ?

Exercice 2
Soit £ un ensemble. On note, pour toutes parties A et B de F :

AAB=(AUB)N(ANB)
ol G est le complémentaire de G dans E.
AAB est appelé la différence symétrique de A et B.
1. Déterminer AAB dans les deux exemples précédents :
(a) E={1,2,3,4}, A={1,2} et B={1,3}.
(b) E=R, A=|x;2] et B=[1;+00].
2. Etablir : V A,B C E, AAB = (ANB)U (BN A)
3. Montrer que pour tout A, B C E, 1aap=1a+15—2-141p
4. En déduire que A est associative dans P(F) :

V (A,B,C) € P(E)®, (AAB)AC = AA(BAC)

Exercice 3
On note E = {0,1}. On étudie dans cet exercice différentes relation d’ordre sur EY, (ensemble des
suites a valeurs dans E = {0, 1})

1. On munit EY de I'ordre lexicographique :
(Un)nen =1 (Vn)nen = VneNu,=vy,ou[d3neN|u, <v,etVp<mnu,=uv,
Démontrer que <; est une relation d’ordre sur EV.
Est-ce une relation d’ordre total ?
2. On considere y : P(N) = EN) A 14.
(a) Montrer que x est bijective.
(b) Montrer que x est un morphisme de (P(N),N) sur (EY, x), c’est-a-dire :

x(N)=1 VA BCNx(ANB)=x(A)xx(B)

(¢) Que dire de x(A) (complémentaire de A) et de x(AUB)?
uelle relation d’ordre <, est définie sur ar l'image de la relation C par x 7
(d) Quelle relation d’ord défini EN par I'image de la relati par x?
3. On note P;(N) l'ensemble des parties finies de N.
a emontrer que 'application D : — N, A— est une bijection.
Dé l'application D : P¢(N N, A aca 2® bijecti
(b) Démontrer que D est un morphisme de (P;(N),w) sur (N, <, +), c’est-a-dire

D) =0 V ABCN,D(AWB)=D(A)+D

(c) Décrire I'unique relation d’ordre << sur P;(N) telle que D transforme la relation d’ordre <<
en <.



