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Devoir a la maison n°2
CORRECTION

Exercice 1

1. Démontrer la formule suivante (Théoréme de ’angle au centre) :

Piste de recherche. ..
Le nombre Z = |a| + Re(z) + ilm(z), semble jouer un réle important, puisque son argument est

Im(Z) Im(z)
arctan = arctan —————
Re(Z) |z] + Re(z)
Or ce nombre est aussi simplement : Z = z+ |a| = z — 2/ ou 2/ = —|q|
Géométriquement :
Le dessin suivant va nous aider a démontrer le résultat.

Le quadrilatere (0, z, |z| 4 z,|#|) est un losange, tous ces cotés valent la méme longueur : |z|.
La diagonale (0, |z| 4+ 2) est une bissectrice de I'angle |z|, 0, z, valant .
Donc D'angle (|2[,0, |z| + z) vaut §. C’est 'argument de |z| + 2 = (|2 + Re(z)) + iIm(2).
Donc

a—ar z e(z iIm(z)) = ar z e(z zﬂ = arctan fm()
5 = aus((Js + Re(:) + itm(2)) = avg (|1 + Re:)[1 + 1) = anctan (

|z] + Re |z] + Re(z)
Ainsi Tm(2)
m(z
arg z = 0 = 2arctan ————-——
& 2] + Re(z)
Algébriquement :

On suppose que |z| + z # 0, ie : z # —|z|, ou encore z ¢ R_.
On éleve au carré : |z] + z :

(|2]42)% = |2 4+22+22|2] = (a®4+b%)+(a®—b*+2iab)+2|z|(a+ib) = [2a®+2|z|a]+i[2ab+2|2|b] = 2(a+]|z|)(a+ib)

Donc
2arg(|z| + z) = arg(|z| + 2)2 = arg(2(a + |z|)(a + b)) = arg(a + ib) = arg z [27]

car 2(a + |z|) est un nombre réel positif (—a = —Re(z) < |z]) Or

Im(|z| + 2) Im(z)
= arctan ——— "~/ — arctan ———2
arg(|z| + z) = arctan Re(|2] + 2) arctan T Re()
Ainsi
VZE(C\Rf, argZZQarCtanMP%




2.(a) Siz € R, alors

1+ix 7|1+ix|7\/1+x271
1—iz| [1—iz] Vi+ta®
14
Donc : IER:>‘ +sz =
1—x
1+4ix

Réciproquement, si ,

1—ix
Alors il existe ¢ € R tel que 1+ iz = (1 — iz)e’?, donc iz (1 + €¥¥) = ! — 1.

1 ei/2(eie/2 _ o—iv/2 1 2isi 2
:f_eA (e , c_ ):flsmw/ —tan L € R
i ei?/2(e"i9/2 4 e1/2)  § 2c08p/2 2
14
Donc : —|—z-x =1 =z €R.
11—z
Par double implication :
1+
‘ + m =l<zck
11—z
. , 1+1a
Soit @ € R. Comme a € R, d’apres (a) : T
—ia
14
donc si Z = 1 +z.z>’ alors |Z|" = |Z™| =1, donc |Z| = 1.
—ix
Et d’apres la question précédente, = € R.
La fonction arctan établit une bijection de | — 7, Z[ sur R.
Donc il existe ¢ €] — 7, 5[ tel que z = tan .
De méme, il existe un unique a €] — 7, Z[ tel que a = tana.

141 1+ia)? 1—tan? 2ut ;
tia _ (1+ia) = anZat Zitana = cos(2a) + isin(2a) = **

1—1a 1+ a2 1+ tan? a
7 1+im262w
1—ix

Ainsi : e?™¥ = 2! donc -
2np =2a 21 = p = — {—}
n ln
Par conséquent, les solutions de I’équations sont de la forme : 2 € {tan & + %”, keZ}.
Et comme
a kw a K a kr o K7 ,
tan— 4+ — =tan— + — <= — + — = — + — 7] <= k = k'[n]
non n n n n n
Il suffit de prendre les solutions dans un intervalles de n termes consécutifs : Par conséquent,
les solutions de I'’équations sont de la forme : 2 € {tan & + %”, keo,n—1]}.
Réciproquement, ces nombres fonctionnent :

14 xy n_ 2ipE\n __ 2iney __ ia_1+ia
(lixk> = ()= et =t =

atkmr

n

: o 1+iz\" 1+ia
Les racines de 1’équation 1 ) =1 sont les nombres x; = tan
— a1 —1ia

Exercice 2
On note pour tout n € Ny et £ > 0 :

1. Soit n € N,

fa0)=(1+9)"=1"=1
faln) = (1+3)" =2"

Done lim_f,(0) = Letde Tim_f,(n) = +o.

2. On reconnait un nombre dérivée de t — In(l +¢) en ¢ = 0 (ou on applique la formule de
L’Hopital) :

In(1 In(1+¢) — In(1 1
fim WD, D~ +0) 1

t—0 t t—0 t—0 _1+O:




3. Soit & > 0. Avec le changement de variable ¢ = %, on a bien ¢ — 0 lorsque n — +o0.

Donc
1 = lim In(1+1)
t—0 t

Donc

=limn — +o00

In(1+4+ £ 1
M:* lim nln(1+ )

= T n—+oo
n

Yz >0, lim nln(l+ ) x

n—-4oo

4. En composant par la fonction exponentielle,

continue en x :

n——+o0o n—+

: x , T .
lim f,(zx) = hmooexp (nln(l + E)) = exp (ngrfoonln(l + n)) =e

Puis

n—-+oo

n——+o0o

in_ (VA

expvn | vnln(1+

/N

)

n(1+ ) ) =

- S\

o) 2

donc & partir d’un certain rang : (\fln et (fln( \F)) > @
On compose ensuite avec exponentielle :
nkr—ﬁr-loo f”(\f) = +o0
De méme )
i () =t esp = (nvan+ L)
Or
li In(l+——=)) =1

Y (“*f Mt e ))

A partir d’un certain rang : 0 < (fln (1+ n\l/ﬁ ) < 3et \% (nfln(l + f))

On a alors convergence par encadrement :

On compose ensuite avec exponentielle :

L (nvrmn(1+ 1)) >0,

lim
n—-+oo

S

Exercice 3
1 siz=20
On considere f:xz+— ¢ sinx |
— siz#0

1. Continuité de f
(a) f est définie sur R entier.

Soit z = 0 et alors f(x) = 1, par définition, soit z # 0 et f(z) = 2L,

s

x

(b) On rappelle que pour tout € [0, 7] : sinz < z < tan .
Ces fonctions sont impaires, donc en prenant x < 0 donc (—z) >0 :

—sinz =sin(—z) < (—z) < tan(—z) = —tanx

En multipliant par —1, on inverse le sens des inégalités :

‘Pour z€[-

%,0], sinz>z> tanx.‘




(c) f est continue sur R* et sur R* , comme les fonctions sin et x — et par division.
sinx sinx tanz
EtenO: Pour z > 0 : <let = > 1 don

x 2 CoST x
Ainsi : cosz < f(z) < 1. Par encadrement : lim+ fl)y=1 (cosO =1).
z—0

. . . . (e SIDX
De méme pour x < 0 : sinx > x, mais en divisant par un nombre négatif : —— < 1.
x
On trouve donc, de la méme fagon : cosz < f(z) < 1 et lim f(xr) = 1 Donc
r—0~

lir% f(z) =1= f(0). Ainsi f est également continue en 0.
r—r

‘ f est continue sur R. ‘

T
Si besoin, par la suite, on notera F' = / f(t)dt, la primitive de f qui s’annule en 0.
0

2. On note h : x +— = / smt = M’ définie sur R*.
T

(a) h est définie sur R*, ensemble symétrique par rapport a 0 : x € D, = —x € Dy,
En outre pour x € Dy,

h(fx):_ix/() Sl—ntdt 7/ S ) = h(a)

ou 'on pose u = —t <=t = —u et dt = —du. On exploite I'imparité de sin.

On fera I’étude sur R?, la seconde partie est symétrique.

(b) F est dérivable (de dérivée f), donc par division :

| b est dérivable sur RY.|

Puis pour tout > 0 (et = < 0)

W () = xF/(xlg— Flx) _ L) - FJE;E)
W)= "8~ LR

(c) On a vu que pour tout x €]0, 7] et ¢ €]0, ] : cost < f(t) < 1 (vraie aussi en t = 0).
On integre entre t =0 et t =z

sinx:sin:c—sin():/ costdtg/ f(t)dtg/ 1dt ==z
0 0 0

En divisant par > 0 (on ne change pas le sens des inégalités) :

sinx

Pour tout x €]0, 7], < h(z) < 1.

X

(d) La encore, par encadrement (méme limite a droite et & gauche)

h admet une limite en 0 : lin%) h(z) =
T—r

3. Variations de h.

Comme, pour z €]0, 5],

‘Donc h est décroissante sur |0, T]. ‘

4. Dérivabilité en 0.

Il faut faire I’étude de h h
L h(x) — h(0)
x—0 rx—0

pour savoir si h (prolongé par la valeur en 1 en 0) est bien dérivable en 0.



(a)

2
z)—1+ % 81nx—x+1 3
On note € : ¢ — f(@) 3L — . Elle est bien définie et continue sur R7

3 x4
et sur R* .
Il reste a étudier la continuité de € en 0, donc a étudier sa limite en 0.
On applique le théoreme de L’Hopital a plusieurs reprises :
On note fi(z) =sinz —z + % et fo(z) = 2* On alimg fi = 0 et limg fo = 0.

Donc li(r)n é est une forme indéterminée. On exploite le théoreme de L’Hopital.

Les dérivées de f; et fo sont respectivement :

Va>0, fi(x)=cosz—1+ ””—22 (z) =—sinz+z fl(s)(a:) =—cosz+1 f(4)(:c) =sinz,
(@) = 42 Y (x) = 1202 1 (@) = 242 £ (@) =24

On note alors que, puisqu’on a des formes indéterminées (L’Hopital) :

(3) (4)
im 1(3)(36) = lim fl (z) ZEZO
0 () o0 f2 ( ) 24
L@ A @)
im =
250 f(2)(x) z—0 f2(3)(x)
! 11
lim f}(x) lim %/(x) =
v=0 fy(x) 20 f3(2)
!/
lim e(z) = lim h(@) = lim 1(2) =0
z—0 z—0 f2( ) z—0 é(l’)
donc € est continue en 0 (et vaut 0 en 0).
Il existe une fonction € : [-F, 5] — R, continue en 0 telle que f(z) =1 — ”—; + 23e(7).

On a donc, par linéarité de l'intégrale :

/f -1 [a-eee <t>>dt:;[t—tspi/jtse(tmt

1—7 t3e(t)dt
5a +x/0 ()

h(z) —h(0)  h(x)— 11 R
= — toe(t)dt
x—0 x 9 v z2 Jo «(t)

Ainsi

Or € est continue en 0, de limite nulle. Donc il existe X tel que V z € [-X, X], |e(x)] <
On a alors pour tout z € [—X, X] :

1
I

h(z) —h(0) 1 I |a:|4 x?
= <= |t dt = =
’ c—0 9" x2/0||x|()| 42?4 16
h(x) — h(0
Donc, par majoration : lim M = lim —x =
z—0 x—0 z—0 9

‘ h est dérivable en 0 et que h'(0) = 0. ‘




