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Devoir surveillé n°3

Durée de I'épreuve : 4 heures
La calculatrice est interdite

Le devoir est composé de trois ou quatre exercices.

Lorsqu’une question est jugée, a priori, plus difficile, elle est précédée du symbole (x) voire (xx).

La notation tiendra particulierement compte de la qualité de la rédaction, la précision des
raisonnements et 1’énoncé des formules utilisées.

BON COURAGE

Exercice 1 - Une (in)équation différentielle /16

On considére une fonction ¢ : R, — R, de classe C!, strictement positive et croissante.
On lui associe ’équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients non constants (a priori) :

V>0 y'(x) +q(x)y(z) =0 (E,)

1. Cas particulier.
Résoudre sur R I'équation (E,) pour ¢ : x + 4, sur R.
Montrer que toutes les solutions de (E4) sont bornées.

On fixe dans tout l'exercice y une solution (particuliere) de (Ey).

2. Une majoration différentielle.
(a) Montrer que pour tout = > 0, 2¢/(z)y"” (x) + 2q(z)y(x)y’(z) =0
(b) En déduire que pour tout z > 0 :

wmw%wy@f+243uwwyw&=o

(¢) En faisant une intégration par parties (justifiée), montrer alors qu’il existe une constante
K € R, (dont on donnera une expression explicite) telle que

x

V>0 (y(2) +a(@)(y(2)* = K +/0 ¢ (D) (y(1)"dt

(d) Conclure que

q'(t)
0 q(t)(y())dt

(a) Pourquoi est-ce que F est bien de classe C! sur R, ?

3. Lemme de Gronwall. On note F' : z — /
0

(b) En exploitant I'inéquation de 2.(d), montrer que

q(z)F'(x) — ¢'(x)F(x) q(x
vez0 #(@) e
(¢c) Montrer alors que :
vao F@ 11
Vo0 T8 <K |- i)
(d) En déduire que
Vo0 g@)u)’ < K4

(e) Conclure que y est bornée sur R.



Exercice 2 - Famille d’intégrales /30

Dans tout cet exercice, on considére pour tout o, 5 > —1 :
1
Inpg= / (1 — z)Pdx
0

On donnera un sens & cette expression lorsque « ou 8 €] — 1,0], par la suite
1. Calcul de I, pour a > —1.
(a) Calculer, pour a > 0, I, o
(b) Pour a €] — 1, 0], donner une primitive de f, : z — x® sur |0, 1].
1
En déduire que lim+ / fa(x)dz existe et donner sa valeur. On la notera également I, o.
t—0 t

Quitte a élargir la définition de I'intégration comme précédemment,
on admet que I, g est défini lorsque a > —1 et 8 > —1.

2. Relations de récurrence et valeurs entieres.

(a) Avec un changement de variable montrer que I, g = Ig 4.
On se contentera d’une démonstration dans le cas « et 8 > 0 et admettra les autres cas.

(b) Premier relation de récurrence.

i. Montrer que

Va>-1,>0 : Ia,ﬂ = Ia+175_1

T a+1

nlm!
ii. En déduire que pour tous entiers n,m € N, [, =
que p T (n 4+ m o4 1)!

iii. Soient n,m € N. Montrer également en exploitant une formule associée a un fameux
mathématicien (et physicien) anglais du XVII siecle :

(DR (m
In,m—zn+1+k k
k=0
iv. En déduire que pour tout entier n et m € N :
i (=1)*(n+m+1)!
Ellm—k)!(n+1+k)

k=0

(¢) Seconde relation de récurrence.

i. Montrer que
Vo> —1,ﬂ >—1: Ia’g = Ia+17ﬁ -+ Ia,g+1

ii. En déduire que :
a+pB+2

I,
a—+1 +1.6

Va>-1,6>-1: Iaﬁ:

3. Valeurs demi-entieres.
(a) En faisant le méme changement de variable : x = sin® @ pour les deux intégrales suivantes,

montrer que
Iy _1=7m e I 1,=2
27 2 2
On expliquera bien précisément pourquoi on peut faire ce changement de variable.

(b) Montrer alors par récurrence (et avec les relation 2.(c).ii. et 2.(a) )

B (2r)! B 22r+1(p1)?
V re N I?%;Tfé = Wﬂ' et 7%;7, = W
4. Encadrement
a) Soient a > —1 et .,/ > 8 > —1. Montrer que
(a) : q
Ia,B 2 IQ,B/
(b) En déduire que pour tout entier r € N,
2r+1
gy STgr STy

2r 4 2



n!

nte~"\/n’

2z ro 1 22
Montrer que pour tout 7 € N, [_1,_1 = \/7 X et I s r=1/= T
272 r a2 2 2r 4 5 T

T

(¢) On pose pour tout entier n € N, z,, =

(d) En déduire que pour tout r € N :

2 4
7T(2r—|—1) <mr <7r27“—}—1
r(2r+2) 3, r

(e) On démontre, par ailleurs que (z,,) est une suite convergente. Quelle est sa limite ?

Exercice 3 - Fonction os-additive /24

Cet exercice prépare a la structure mathématique des espaces de probabilité. On en garde le vocabulaire
et les notations

On considere un ensemble noté (2 et appelé univers.

On note 7 = P(Q), 'ensemble des sous ensembles de 2. On adonc AC Q< AcT.

On dit qu’une application H : T — R est og-additive (f comme fini) si

VABET, HAWB)=H(A) + H(B)

(on rappelle qu’ici est sous-entendu le fait que A et B sont disjoints, i.e. AN B = ().

1. Croissance de P.
On suppose que P est o-additive & valeurs dans [0, 1].
(a) L’inclusion C est une relation d’ordre sur 7. Qu’est-ce que cela signifie formellement ?
L’ordre est-il total ?
On n’attend ici que des affirmations, sans démonstrations

(b) Montrer que

n

Vn €N, P(L—Tj Ag) =) P(Ay)
k=1

k=1
(c) Montrer que P est croissante de (7, C) vers ([0,1], <), i.e.

VA BeT, ACB=—P(A)<P(B)
(d) Montrer que si P est oy-additive a valeurs dans [0, 1],
alors pour tout A,B € T, P(AUB) < P(A) +P(B).
2. Exemples d’applications P.

On suppose dans cette question 2. que §2 est de cardinal fini.

(a) Montrer que Pg : A — ZzijEQA;

(b) Soit M € T, M # 0.

Montrer que Py : A —

est oy-additive et & valeurs dans [0, 1].

d(ANM
W est également o j-additive et & valeurs dans [0, 1].

3. Variables aléatoires.
Soit P o-additive sur 7, & valeurs dans [0, 1] et tel que P()) = 0.

On appelle variables aléatoires réelles, les applications de X : Q@ — R.

— Si X et Y sont deux variables aléatoires, alors on note X +Y : w— X(w) + Y (w)
et de méme pour X —Y ou |X]...

— On note pour tout I C R, [X € I], 'ensemble réciproque X ~*(I) € T.

— On définit la relation =< sur les variables aléatoires par :

X=xY <= PHwe|Xw #Yw)})=0
Dans ce cas, on dit que X égale Y presque siirement (ou presque partout)
(a) Montrer que =< est une relation d’équivalence sur les variables aléatoires.
(b) Montrer que si X1 < Xs et Y7 < Ys, alors X7 +V; < Xo+ Y5

(¢) On suppose de nouveau que 2 est fini. Pourquoi peut-on supposer que X (Q) = {z1,... x5} ?
k
Montrer alors que X = Z Tilx =z,

=1



