MPSI 3 - Fermat Le 14.11.20
2020-2021

Devoir surveillé n°3
CORRECTION

Exercice 1 - Une (in)équation différentielle

On considére une fonction ¢ : R, — R, de classe C!, strictement positive et croissante.
On lui associe I’équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients non constants :

Va>0 y'(x) +q(x)y(z) =0 (E,)

On fixe dans tout l'exercice y une solution (particuliere) de (Ey).
1. Cas particulier.
On associe & I’équation 3" + 4y = 0, ’équation caractéristique r? 4 4 = 0.
Ses racines sont —2i et 2¢, donc ’ensemble des solutions de ’équation différentielle est /2

‘S ={fap:Ry - Rz~ Acos(2z) + Bsin(2z); A, B € R}‘

/1
‘Toutes ces solutions sont bornées : pour tout = € Ry, |fa 5(z)| < max(|4],|B]) ‘
2. Une majoration différentielle.
(a) Pour tout z > 0, en multipliant (E,) par 2y'(x), on trouve /1
¥ &> 0. 20/ @)y (x) + 2q(x)y(a)y/ () = 0]
(b) Pour tout > 0, on integre cette relation pour ¢ entre 0 et x :
0= [Coat= [ay oy iz [ awuy o= OF]; +2 [ sy @
0 0 0 0

/1

x

Va0 (y(@)" - (y(0)" +2 / g(t)y(t)y (t)dt = 0

c) Soient u : ¢+ q(t) et v : t — y2(¢), de classe C! sur R, par hypothese.
bl o
Alors pour tout t > 0, u/(t) = ¢'(t) et v'(t) = 2y’ (t)y(¢).
On peut donc faire une intégration par parties :

vazo 2 [ gy o= [ uera= el - [ e
Cela donne :

Vez0 (@) = 0) 2 / " OOy ()t = (0 (0) () () +a(0)y? (0)+ / ")t

Posons K = (1/(0))* + ¢(0)y2(0) > 0, car ¢(0) > 0 par hypothese,
ainsi que les carrés : (y/(0))” et y2(0) : /2

V>0 (y(@) +q(@)(y(2)” = K + /Ow ¢ (D) (y(1)"dt

(d) Comme, pour tout z € R, (3/(z))> = 0, on trouve : /1

q'(t)

OO

Vez0  qo)u) < K+/O$




x _/ t
3. Lemme de Gronwall. On note F' : z — / (f]((t)) x q(t)(y(t))*dt
0

(a) Les fonctions t — ¢/(t) t — q(t) et t — ((y(t))* sont continues sur R ,

/
t
et pour tout ¢ € Ry, ¢(t) > 0, donc ¥ : ¢ — 4 (t)

x q(t)(y(t))* est continue sur R

Elle admet une primitive qui s’annule en 0 : c’est F'. /1,5

‘Et celle-ci est de classe C! sur Ry (avec F/ = U). ‘

/
t
(b) On a alors, pour tout 2 > 0, F'(x) = (f](<t)) x q(t)(y(t))?,
Puis par hypothese : ¢ > 0 (g croissante) et ¢ > 0.
Donc, pour tout z > 0

(@) F' @)~ @F@) _ (@)
vez0 2@ <o)

(¢) En intégrant entre 0 et 2:(> 0), puisque U'intégration est croissante (conserve les inégalités)
F(t)]” Tqt)F'(t) — ¢ () F(¢ Tt -11"
[y CLORT LG Ry g [OP Y
a®) 1o Jo ¢*(t) o @*(t) qa(t) 1o

Donc, comme F(0) = 0 (primitive de ¥ qui s’annule en 0) :

/1,5

Fo) e[ L
V=0 q@)gK[«m qwﬂ

(d) Reprenons alors I'inégalité en 2.(d) et exploitons le fait que g(x) > 0, pour tout z > 0 :

q()
Ve>0 g@)(y(x)’ <K+ F(x) <K+ Km -K

/1,5

Cet intervalle est indépendant de x :

/1

‘y est bornée sur R . ‘

O Remarques !

Si l’on revient sur la cas particulier, q : x — 4, strictement positive, croissante.
On sait que y(x) = Acosz + Bsinz.

Puis on a q(0) =4 et K =14'(0)2 + q(0)y(0)2 = B? + 442 < 5max(|A|, |B|)?.

K =
Donc W = \/gmax(\AL |Bl), presqu’égal au majorant de la premiére question. . .
q



Exercice 2 - Famille d’intégrales

Dans tout cet exercice, on considére pour tout o, 5 > —1 :

1
Inpg= / (1 — z)Pdx
0
1. Calcul de I, pour a > —1.

1
(a) Soit a > 0. Une primitive de x — x® est = — ?x‘”‘l.
prinutive de o
On a donc /1

1 ! 1
Va>0,1a0: Jja+l =
’ a—+1 o a+1

1
(b) Pour a €] —1,0], Fy : ¢ — ?xaﬂ comme primitive de f, : © — z® sur |0, 1].
a primitive

Ainsi, pour tout ¢ 6]0, 1] :

1 1
1 1 1

o(2)dz = Y41 =—— (1t = 1-0

/tf(x)w [a—l—lx * L a—i—l( )ta(ﬁa—&—l( )

/1,5

V(IE]—LOL «,0 —hm/ fa =

t—0

+1

Quitte a élargir la définition de I'intégration comme précédemment,
on admet que I, g est défini lorsque o > —1 et 5 > —1.

2. Relation de récurrence et valeurs entieres.
(a) Considérons ¢ : [0,1] — [0,1], z — 1 — z.
¢ est une fonction bijective de [0, 1] sur [0, 1], de classe C! avec ¢’ = —1.
On peut donc faire le changement de variable u = ¢(z) dans l’expression suivante :

/01 2%(1 — z)Pde = /10(1 — w)auf (—du) = /01 W1 —w)odu = I,

/15
Va,820, lup=Isa]

On suppose que le résultat reste vrai si a ou 8 < 0.

(b) Premiere relation de récurrence.

i. Soit @ > —1et > 0.
a+1_

Considérons u : x + (1 —z)% et v : z x

a+1

Ces deux fonctions sont de classe C* sur [0, 1].

et pour tout = € [0,1] : v/(z) = —B(1 — )P~ et v/ (z) = 2°.
On peut alors appliquer une intégration par parties :

Inpg= /01 V' (z)u(z)dx = [v(x)u(x)](l)—/ol v(x)u' (v)dz = b [:caJrl(l—z)B}l— =5 01 281y

a+1 0o a+1

0 1
Ora>—-1,donca+1>0,et [xo‘“] = 0 alors que 8 > 0, donc [(1 - x)ﬁ] =0. /2

Va>—17ﬁ>0 : Iaﬁ: 04—|—11a+17ﬁ71

Piste de recherche...

1€ On peut faire une récurrence ou montrer I’'invariance. . .Les deux marchent
La difficulté est qu’il y a deux variables n et m...mais en fait un seul invariant pour la question
précédente : n + m.

On va donc considérer k variant et étudier le lien entre L, g m—k €t Inpkt1,m—t—1---



Soient n,m € N.
ITL m—
Notons, pour tout k € [0, m], up = m
Alors pour tout k € [0, m — 1] (avec la formule précédente ot « = n+k, f =m —k)

. — Intkm—k _ _m—k I 1 _ It (k1) m—(k+1) oy
TR (m =k n4k+1 TG T m — k) (At (k+ 1) (m— (k+ 1) T
Alors uy, est constant et ainsi, pour tout k € [0, m — 1],
Lnim 1 1 1
Uk = Um = = =
(n+m)I0! n+m+1(n+m) (n+m+1)
d’apres la réponse de la question 1.(a).
. 1 1
Et par ailleurs, ug = In’mn!m! = mrmt) /3
nlm!

Donc pour tous entiers n,m € N, I, ,,, = m
n+m !

iii. Soient n,m € N.
Il s’agit de Newton : (1 —x)™ = Z (?) (—1)kzk,
k=0

Alors, par linéarité de I'intégration :
1

=35 () [ttt = 35 () [l o]

k=0 0 k=0
/2
Vn,méeN,
i 2:n+1+k<k>
k=0
iv. On a donc, pour tout entier n,m € N :
1) = —1)k ! 1)!
n!:Inmi(n—i_m—F ) Z (=) X n X(n—i—m—|— )
’ m! = \n+l+k kl(m — k)! m!
/1,5
1
Pour tout entier n et m € N : Z F(m (n t;?f{jm =n!

(¢) Seconde relation de récurrence.

i. Soient a > —1, 3 > —1, par linéarité :
1 1 1
Inyi+0 g1 = / xo‘(l—x)ﬁzrdlﬂr/ z*(1—z)? (1—z)dz = / e*(1—z)’ (z+1—2)de =T,z
0 0 0 —_—
=1
/1,5

’V a>-1,6>-1: Ing=1Ioy18+ lapt1 ‘

. . . , 1
On a alors d’apres la premiere relation de récurrence : I g1 = ol a+1,8+1—1, donc /1
«

+1 a+f+2
Va>-1,>-1: Ing =1, — 1, =
a B B +1,6 T oy 1ietLs o1

a+1,8

3. Valeurs demi-entieres.
(a) 1 : 60— sin® @ est bijective de [0, Z] sur [0,1], de classe C*

avec pour tout 6 € [0, 7], ¢'(0) = 2sinf cos 6.
On fait le changement de variables dans les deux intégrales

cx = ¢(0) et donc 1 —z =

1—sin?6 = cos? 6 :
™/2 9 5in 6 cos Hd0 T

1
I 1 = —_— _ = 92— =
—373 /Oﬁ,/l_x / sin 6 cos 0 2~ "
7"/22 /2
[L,= Pdr 2sinfcosfdf _ Q[Smg} _y
2 o VT Jo sin @ 0 /
2

1 =m et Iy 1=2

1 _1
2:7 32




(b) Posons, pour tout entier r € N,

' _(2n)! B 22r+1(p)2
Pr <K ]7%;7”7% = WTF et If%;'r = W >
— Pour r =0, on a (rappel : 0! =1) :
(2 x0)!
I_%7_% =T et Wﬂ':ﬂ'
92x0+1(()1)2
I =2 t — =2
=30 L Eexor
Donc Py est vraie.
— Soit 7 € N. Supposons que P, est vraie. D’apres la relation 2.(c).ii.
a+pB+2 a+1
Ing="C ) iy = Taprp=—— 1,
B a+1 +1,8 +1,8 atB+2 B
Puis, par symétrie I, g = I 4, on a donc (8 = f%, a=r-— %) :
r—%—i—l 7“—1—% (2r)!
Igriy =11 501 =
22 2 T—§—§+2 2’ 2 ’I"+122T(7"!)2
_2r+1 o 2r+2  (2r)! (2r +2)!
C2(r+1) T 2(r+1)227(r)2 T 2202((r + 1)1)2
I _ r+1 41222

— 5.+ T et 3 ]
7’+1*§+1 2 T+§(2T+1)
C2(r4+1) 20+ 1) 22 ()2 2273 ((r 4 1))

“ 13 Car2 @il (@)

Ainsi P41 est vérifiée. /3
(2! B 22r+1(p!)2
VTGN I—%;T‘—% —W'ﬂ' et I_%;T—m

4. Encadrement
(a) Soient o > —1let 3 > 3> —1.
Pour tout z € [0,1], (1 —2) € [0,1] et donc (1 —z)? < (1 —x)~.
Puis z* > 0, donc 2%(1 — z)? > 2*(1 — z)7".
Par croissance de l'intégration (0 < 1) : /2

Va>-1,0>8>-1, lys>lapy]

(b) On applique cette relation pour o = f%, =r,pf =r+ % et f=1r— %, B =r:

Et par ailleurs, on a

7 g _7"+1I _r+1 _2r+2
Tt Bt Fot R r+1 r+3-F r 1072 T3 T 9p 41 T3t
Ainsi /1,5
2r+1
VrelN,  oaplgey Slgrsigey

n!
¢) On pose pour tout entier n € N, z,, = ——.
(c) pbose P " pre—ny/n
Soit r € N,

on exploite r! = x,r"e~"\/1 et (2r)! = 22,(2r)?" e 2"V/2r = 19,2212 e 2"\/2r :

T2, (27)%" e/ 2r Tor\/ 21 2 T
= T

I = = =
2Ty 227 [z, rTe~"\/T]? T (z,)2r r a2

s 22rt+1(p1)2 2 x 22rg2pire=iry ro 1 a2
1 = = = -
T2 (2r 1) x (2r)! (20 4 1)@y, 22rr2re—2ry/2r 27+ 1z

2 r 1 22
— \/7 2;7'( ot I, .= \/7 - r
r T ’ 2r + 5 Tor

/2,5

VreN, I

N

r—

Nl
Nl=




(d) Soit r € N. On a donc

2r+17(2r+1) . xk < w(2r 4+ 1)
2r 42 T 5, r

VrelN,

(e) On note ¢, la limite de a,,, alors :
x

Sk

*) JR—
x%r 77— —+00 £2

I
1, donc
1,1
2’ 2
2 4
(2r+1) < I <7T27"+1
r(2r+2) 23, r
€4
7'+%

Par ailleurs, les termes de gauche et de droite de I’
Par théoréme d’encadrement et unicité de la limite : £2 = 2.

Si (z,,) converge (ce qui est le cas), lim(z,) = vV2r

O Remarques !
On a démontré la formule de Stirling :

n! ~n"e""V2mn

Exercice 3 - Fonction o-additive

1. Croissance de P. On suppose que P est o¢-additive.

(a) Cest:
— transitif : V Ae T, AC A.

— antisymétrique : Si A, B sont tels que A C B et B C A, alors A = B.

— transitif : Si A, B, C sont tels que A C Bet BC C, alors A C C.

‘L’ordre n’est pas total (en tout cas si {2 posseéde au moins deux éléments). ‘

(b) On procede par récurrence.
Posons, pour tout n € N, P, : « P(l,_; 4 ZP (Ag) >

— Py est vraie : P(4;) = P(A4y).
— Soit n € N*. Supposons que P,, est vraie.
Soient Ay, As,...Ap+1 € T, tous disjoints.
Alors : ”*1 LAy = (W A W Ay
En appliquant la af -additivité, puis la propriété P,

n+1

Donc P,,+1 est démontrée.

Vne N*, P( + Ak) = P(Ak)

(c) Soient A, B € T. On suppose que A C B.
Onnote C ={weB|w¢ A} =B\ A. Onaalors B=AwC.

Ainsi par oy-additivité :
P(B)=P(A)+P(C)

Or P est a valeurs dans [0, 1], donc P(C) > 0 et donc P(B) > P(A).

P([H Ax) =P(|H Ap) + P(4n41) ZPAk )+ P(Apsr) =
k=1

’P est croissante de (T, C) vers ([0,1],<),i.e. VA BeT,AC B= P(A) < P(B).‘

/2

/2

/2

/2

/2



(d) Soient A, B € T quelconques.
Onnote A’ =A\B={we A|w¢ B}. Et de méme B’ = B\ A.
Alors AUB=A"WB' W (ANB). Donc P(AUB) =P(A")+P(B') +P(ANP).
Puis, comme on a aussi A = A’ W (AN B), donc P(A) = P(4") + P(AN B).
ainsi que B= B"W (AN B), donc P(B) =P(B’') + P(AN B).
Alors :

P(AUB) = [P(A)—P(ANB)]|+[P(B)—P(ANB)|+P(ANB) = P(A)+ P(B)—P(ANB)

Or P(ANB) €[0,1], donc P(AN B) > 0. /3

|P(AUB) <P(4) + P(B)]

2. Exemples d’applications P.

(a) On suppose ici que € est de cardinal fini.

On a vu en cours que pour tout A C Q, alors A est de cardinal fini et card(A Z 1a(w

wel
On a aussi 0 < 14 < 1o (c’est 'application 0 & gauche. Et en dessous, le nombre 0), donc

0 < card(A) = Z 14(w) < Z 1g(w) = card(2)

weN weN
Donc en divisant par card(€2) > 0 /2
card(A)
< =Pu(4) <1
card(92) a(4)

Soient A et B € T disjoints. Ona E = AW BWC avec C = E \ (AW B)

card AUB Z]-AUB Z ]-AUB(x)

T€E w€ AWBWC

= Z 1aup(z) + Z laup(z) + Z 1auB(
T€EA reEB zeC

= Zl+21+20221A($)+213($)+0
z€A zEB zeC €A reEB

= Z 1a(z) + Z 1p(x) = card(A) + card(B)
zel zeE

Puis, en divisant par card(Q2) > 0 : /2

|V A, B € T,Po(AW B) = Po(A) + Pa(B)|

(b) On suppose toujours que 2 est de cardinal fini. Soit M € T.
Soient A et B € T, disjoints.
Alors (ANM)N(BNM)=(ANB)NM=0NnM = .
Donc d’apres un calcul précédent : card((ANM)W(BNM)) = card(ANM)+card(BNM).
Ainsi, en divisant par card(M) > 0 (car M # () : /1,5

VA, BET, Puy(AwB) =Py(A) + Py(B)]

Et comme (ANM) C M, on a aussi 0 < card(AN M) < card(M),
alors (en divisant par card(M) > 0) : /1,5

card(A N M)

Py:A
M ~ card(M)

est & valeurs dans [0, 1].

3. Variables aléatoires.
(a) — Soit X : Q>R {we | X(w) #X(w )}:@,
donc P({w e Q| X(w) #X
Donc = est réflexive.
— Soient X,Y : Q — R telles que
Alors {w € Q| X(w) # Y (w)}
donc YV =< X.
Donc = est symétrique.

b
)
s



— Soient X,Y,Z:Q — Rtellesque X <Y et Y =< Z.
Soit w € )

Xw)=Yw)etY(w) =2Z(w) = X(w) = Z(w)
et si on passe a la contraposée :
X(w) £ Z(w) = X(@) £ Y (@) ou Y(w) £ Z(w)
cela correspond & l’inclusion d’ensembles :
{w] X(@) # Z@)} € | X(@) £ V@) Ufw | Y(w) £ Z(@)
Puis par croissance de P héritée de la o¢-additivité :
P({w | X(w) £ Z(@)}) < P({fw | X(w) £ Y (@)}) + P({w | Y(w) £ Z@)}) =0+0
car X xYetY < Z.
Enfin, P est a valeurs dans [0, 1], donc P({w | X(w) # Z(w)}) =0

Ainsi X < Z.
Donc = est transitive. /2

‘ = est une relation d’équivalence sur les variables aléatoires. ‘

(b) Soient X7, X2,Y7,Y2: Q — R quatre variables aléatoires.
Supposons que X7 < X et Y7 < Y5,

Xl((JJ) = XQ((JJ) et Yl(OJ) = Yg(w) — (Xl + Yl)(OJ) = (XQ + YQ)(CU)
(X1 +1)(w) # (X + Y2)(w) = Xi(w) # Xa(w) ou Yi(w) # Ya(w)
{w | (X1 +M)(w) # (Xo +Y2)(w)} CH{w | Xi(w) # Xo(w)} Ufw | Yi(w) # Ya(w)}
0 < P({w] (X1+Y1)(®) # (Xa4Y2)()}) <€ PLw | X1(w) # Xa(@)D+P({w] Yi(w) # Ya(w)}) = 040 =0
/2

\&mxxwmpd;mmx+nx&+mﬂ

(¢) On suppose de nouveau que {2 est fini.

Donc il existe p € N et 9 : N, — , bijective.
Alors N, = X(Q), ¢ — X (¢(4)) est surjective par composition car :
¥ est surjective et X : Q@ — X () aussi (par définition de X (£2)).

Puis, on note pour z € X(Q2), my =min{i € N, | X(¢(7)) = 2} = min{[X (¢) = z]}.
Alors M = {mg,x € X(Q)} est un sous-ensemble de N,,, donc de cardinal fini k.
On considere X (¥)as : M — X(Q, i +— X ((i)).
Tout x de X (£2) a un antécédent m, dans M, par X (¢). Donc X (¢)|as est surjective.

Si X ()0 (1) = X ()01 (), alors z = X (4(i)) = X (4(j)), done i =my = j.
Donc X (¢))|as est injective.
Ainsi il existe une bijection de M, de cardinal fini k& sur X (Q).
Donc il existe k € N et ¢ : N — , bijective.
On note alors, pour tout ¢ € Ng, x; = ¢(i) € Q. X(Q) = {1, ...z} (surjectivité).
et par injectivité de ¢, z; # x; (donc aucun élément ne se simplifie). /2,5

‘On peut donc supposer que X () = {x1,... 2%} ‘

On a alors pour tout w € )

k

X(w) = T < l[X:wk](w) =1 Zl’kl[X:wk](w) = Zxixil[X:l.i](w)Jr:ckl[X:wk](w) =0+xpx1 =z
i=1 i2k

k
Vwe, Xw)= Zwkl[xzxk](w)
i1

Donc /1,5

k k
X = kal[X:rk] = X = Zxkl[X:-Tk]
i=1 i=1




