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Devoir a la maison n°8

CORRECTION

Exercice

1. (a) Par linéarité de Pécriture de M (a,b) = aM(1,0) + bM(0,1) : F = {al + bA | a,b € R} =
vect(I, A).

’ F un sous-espace vectoriel de M3(R). ‘

(b) On sait déja que F = vect(l, A). Donc I et A sont générateurs de F
De plus montrons que ces deux vecteurs sont linéairement indépendants.
Soient A, i € R tel que A + pA =0 = (M(0,0)).
Or cette matrice nulle ne peut étre obtenue que si A = pu = 0.
Donc (I, A) est une famille libre.

‘ (I, A) est une base de F, qui est donc de dimension 2. ‘

(¢) On a donc
By, =A +I A = %El +%E2
E2 == A 72[ I == gEl —gEQ
Donc tous vecteurs de F s’écrit comme combinaison linéaire de E; et Ey : F = vect(Eq, Es).
Pour des raisons de dimension :

((A+1),(A—2I)) est une base de F |

(d) A= %[2(14“) F(A—2D) et = %[(AJrI) —(A—21).
Done M(a,b) = al + bA — % [al(A+ 1) (A —21)] + b2(A + 1) + (A — 21)]]
Ainsi,
M(a,b) = GE%[AJrI] PRy
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Soit n € N*, alors (A+1)"T! = (A+1)" "1 x (A+1)?
Posons Vn € N* P, i« (A+ )" =3""YA+1) ».
— Comme (A+I)' = A+ 1 =3%A+1). Donc P; est vraie. (On a vu aussi pour Ps).
— Soit n € N* tel que P,, vraie.
Alors comme (A + I)" ™ = 3(A + )" =3 x 3" (A + I), car P, est vraie.
et donc (A + I)"*1 =3"(A + I) ainsi P, est vraie,
et la récurrence est démontrée. Ainsi,

VneN : (A+D"=3"1(A+1)|

-2 1 1 -2 1 1 6 —3 -3
(c) (A—2I)% = 1 2 1 x| 1 -2 1 |=|-3 6 -3 |=-=34-2I.
11 =2 11 =2 -3 -3 6

Soit n € N*, alors (A — 2I)""! = (A—2I)"' x (= 3(A—2I)) = =3(A —2I)".

Posons Vn € N*, Q,, : < (A—20)" = (=3)""1(A-2I) »

— Comme (A —2I)t = A—2I = (-3)°(A — 2I). Donc Q; est vraie. (On a vu aussi pour
Qs).




— Soit n € N* tel que Q,, vraie.
Alors comme (A —2I)"t! = —3(A — 2I)" = —3 x (=3)""}(A — 2I), car Q,, est vraie.
et donc (A — 2I)"1 = (=3)"(A — 2I) ainsi Q,,41 est vraie,
et la récurrence est démontrée. Ainsi,

(VneN :(A—20)" = (-3 '(4—2])|

n

(d) Soit n € N, Soient a,b € R, (M(a, b))n =

[A+ 1]+

a—;2b _a+b[A—2I]>

Mais comme : (A+ 1) x (A—2I)=0=(A—2I)x (A+ 1), les matrices A+ T et A — 2]

commutent (polynome en A); on peut appliquer le bindme de Newton :

(M(a,0))" ;:(Z)(agmﬁn@4+nkx<_ijby%A2nnk

:(A+IV+4A—2U":(a;m)nW“%A+Iy+(a_by%—$W%A—2U

-3
donc
Mﬂ@mnzgégﬁm+m—@%Q2A—ﬂ)
3. Enfin,
A" =[M(0,1)]" = %(AnLI) — #(Af 2I)
Probleme

I. Préliminaires
1. Soient M;, My et M5 d’affixes respectives 21, 2o et 23 tels que 2, + jzo + j223 = 0.
On a alors z3 = j323 = j(—21 — j22) = —jz1 — 222,
donc z3 — 20 = —jz1 + (=1 — j%)ze = —jzy1 + jzocar 1 +j+ 352 =0
et donc, comme j x j2 =1:
Z1 — 22 Z1 — 22 1 9

z3—z  —jlz1—z2)

De méme pour chacun des calculs (symétries des indices)

21 —R2 k22— Xk3 23— Rl .9

z3 — 22 21— %3 22 — 21

Ainsi :
M2M1 Z1 — 29
M2M3 Z3 — 29

Donc le triangle M My M; est isocele en My. Et

=|-7=1

—_— ——— 21 — 7 . - T
(o3, Vo) = g (2222 ) = ang(%) = ang(e') = J

’ Donc le triangle M My Mj est équilatéral. ‘

2. uv = exp(2i(a + B)). Donc uv # 1 <= a + f # 0[nx]
Or a et B €0, Z[, donc a + 3 €]0, %"[ et nécessairement : uv # 1.
De méme pour vw et wu. Enfin,

uwow =exp2i(a+ B+7)) —exp(% ,ﬁ,@ B?’BA Cﬁ@)
i[(AB, AC) + (CB, AB) + (C'A, CB))
z(CTZl,ﬁ)) =exp (2i) =

= exp

Wi wiN

= exp

d’apres la relation de Chasles.

‘uv, vw et wu sont différents de 1 et wvw = j.




. On « fait > les calculs :

u(l—v)  e¥e(l — e2h) e'(2e+8) (—2j sin ) sinf8 4
= - = - = e
1—uv 1 —e2ileth)  eilath)(—2isin(a+ B)) sin(a+ f)
(C’est bien sous forme trigonométrique : le module vaut |51:(12 f ﬁ)| et 'argument o ou a + 7. . .)
De méme .
1—-u sin a —iB
= N e
1—wv  sin(a+p)
u(l—v) sinf 1—u 1—u sina g
= — e et = = - e
1—uw sin(a + ) l—w 1—wuv sin(a+p)
. E=(1—-u)(1—ovw)(l—wu)(p+jg+ jr), donc
w(l—u) L, 1—u 1—w Su(l —v) v(l—w) . 1-w
E =(1- 1-—- 1- 2 2 b
(1 - u)(l —vw)(l —wu) Ul—wu 1—uv)a+(1—vw l—uv) +(1—Uw 1 —wu

)e

= [(jw(l —u)(1 —uw)(1 —vw) + 521 — u)(1 — wu)(1 — vw))a
+((1 =) —ww)(1 —wu) + 52 (u(l —v)(1 — wu)(1 —vw)))b
+(v(l —w)(1 —ww)(1 —wu) +j(1 —w)(1 —uw)(l — vw))c}

On va calculer le coefficient devant a, noté A est :
A = (jw(l—u)(1—uv)(1—vw)+j5%(1—u)(1—wu)(1—vw)) = j(1—u)(1—vw)w(l—uv)+5(1—wu)]

A=j1—-u)(l—vw)w—uvw+ j — jwu] = j(1 — u)(1 — vw)w(l — ju)

en exploitant le fait que vow = j.

Puis: 1 —vw=1-1 = L(y—j)=L(j2u 1) car j° = 1. Donc

7 j? 2
A =L = )P — 1)1 = ju) = Ll —1)Gu - 1) (G- 1) = Lw? - 1)
U U U
De méme devant b et ¢, on trouve respectivement :
U v
B=—(-1 C=—jw® -1
S(07 1) S’ =1)

Donc

w m v
E=—j?w-1 —(* =1+ —j(w® -1
u‘] (u )a+v(v ) +w](w )e

. Point fixe de R, o Ry,
. Il s’agit d’une application directe du cours :

’Ra (resp. Rp et R.) est une rotation de centre A (resp. B et C) et d’angle 2« (resp. 20, 27) ‘

. Soit r point fixe de R, o Ry, alors
r=u[(v(r—>0)+b) —al+a=wvr—ulv—1)>b—(u—1)a

u(l—v)b+ (1 —u)a
1—wuv )

Comme uv # 1, r est unique et r =

‘Ra o Ry a un unique point fixe r, représentant le point R et vérifiant (1 — u)a + u(1 — v)b = r(1 — uv). ‘

. (AB, AR) = arg 2 [2n].

-a
Or(1—w)(r—a)=1-wa+u(l—v)b—(1—w)a=ulv—1)a+u(l—v)b=u(l—-0v)b-a).
Donc, comme 1 — uv # 0, d’apres le calcul vu en 1.3. :

(/@, zﬁ) = arg ul —v) af27]

1—wuv

r

. De méme : (B—1>4,B—}>E) = arg a: [27].

Orl—w)(r—b)=1-uwa+ul—-—v)b—(1—-uw)b=(1—-u)a—(1—-u)b=(1—-u)la—0).
Donc, comme 1 — uv # 0, d’apres le calcul vu en I.3.

(B—Zl,ﬁ) = arg 1-u = —S[2n]

1—uv




5. D’apres la question précédente, R est le point d’intersection des deux droites :
— (AR) qui fait un angle « avec la droite (AB) en A.
— (BR) qui fait un angle —f avec la droite (BA) en B.
R est ainsi défini uniquement. Il en est de méme pour P et Q.
Ce qui donne la représentation graphique suivante :

III Configuration principale de Morley N
. Par composition de rotation, R? est la rotatlon de centre C' et d’angle 3x 2y = 6y = 2x(CA, C@)

On note A le pomt dont r afﬁxe est R3(a). .
——

Alors (CA C’A’) =2X CA C@ donc [C'B) est la bissectrice (intérieure) de Pangle (CA,CA").
Puis |AC| = |A'C] et donc ACA est isocele en C,
la bissectrice issue de C' est confondue avec la médiatrice de [AA’] (ainsi que la médiane et

la hauteur issues de C).
Donc (BC') médiatrice de [AA’].

‘Le représentant de R>(a) est le symétrique de A par rapport a la droite (BC). ‘

2. On a donc R2 o R} o R3(A) = R2 o R}(A").

Or pour les mémes raisons qu’en question précédente, le représentant de Rg’(a' ) est le symétrique

de A’ par rapport & la droite (BC).

1l s’agit donc du point A initial et donc Rj(A’) = A, puis R3 o Rj o R3(A) = R3(A) = A

De méme, R3(C) est le symétrique C’ de C par rapport a la droite (AB) (...),
R3o0R}oR3(C)=R:3oR}(C)=R3(C")=C

Enfin, par composition, R o Rg o R? est une similitude,
elle possede au moins deux points fixes (A4, C'). C’est donc nécessairement 'identité.

‘Ri o R} o R? est I'identité de C. ‘

3. On applique la formule par composition de rotations :
R3(z) =w3(z —¢) + ¢, R}(2) =v3 (2 —b) + b, R3(2) = u3(z — a) +a.
Donc, pout tout z € C,
RoR o R} (2) =ud (W3 ([wP(z —¢)+ ¢ —b)+b —a) +a
= (uvw)3z + [a(1 — u®) + bu® (1 — v*) + cu®v® (1 — w?)]

Or ceci vaut z, pour tout z, donc (on sait déja) (vvw)® =1 et surtout

‘ (1—u®)a+u*(1 -3+ u*(1 —w)e = O‘

4. On a vu que

E =232 — a+ —(0® — )b+ —j(w® — 1)c
u v 9 w

W .o 3 ut .3 U o0 3
=— -1 — -b+ — -1
U1 = a+ (0 = b+ 2w — 1)
car j3 = 1. Et comme j = uvw, on a donc

E = o 32[(u® = Da +u?(v® — )b+ (ww)?(w® — 1)

Or d’apres la question précédente, le terme entre crochet est nul, donc £ = 0.
Or E = (1—uv)(1—vw)(1—wu)(p+jq+ j°r) et I'on sait que uv # 1, vw # 1 et wu # 1, donc
nécessairement :
p+ja+jir=0
Et d’apres la premiere question du devoir, cela implique que :

le triangle PQR est équilatéral.




