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Devoir surveillé n°5
CORRECTION

Probleme - Convergences de suites de fonctions

Dans ce probléme on s’intéresse a des suites de fonctions (¢, ). On définit trois types de convergence :

— La convergence simple de la suite (¢,,) vers ¢ sur l'intervalle I, noté (¢,) <2 ¢ si :

Veel, (on(z)) — o)

n——+00

De maniere équivalente :

Veel,Ve>0,3NeNtelqueVnz=N,|o,(z)—¢(z)]

N

€

— La convergence uniforme de la suite (,,) vers ¢ sur intervalle I, noté (¢,) <% ¢ si :

Ve>0,3NeNtelqueVn>=NVael,|o(zr)—p(z) <e

— La convergence presque siire de la suite (¢, ) vers ¢ sur Vintervalle I, noté (¢,) 25 ¢ si :

/1 Lizer | pn(@) Ao} (t)dt =0

Préliminaires

1. On suppose que (p,) = .

Donc pour tout z € I, ¢, (z) - o(x). Ainsi
n—-+0oo

{z el pn(z) A @)} =0

Donc l{IeI | on(z)Ae(x)} est la fonction nulle et /1{376[ | Lpn(z)%np(w)}(t)dt =0: (Son) Q) "2
1

(n) B = (pn) Do

O Remarques !
Notons un résultat étonnant ici : 1ier | ¢, (2)Ae(x)} =0 €l /l{mej | on(@)pe()} =0
JI

Cela n’implique pas nécessairement 1(,c1 | o, (c)Ae(z)} = 0-

Par exemple, une fonction nulle sauf en un nombre fini (voire dénombrable) de points est d’intégrale nulle.

Il n’y a donc pas unicité de la limite ici!! On peut avoir (pn) b5 ol et (pn) b5 2.

Dans ce cadre, on change la relation d’égalité, on dit que : ot = ? ssi /(991 — 4,02) =0
I

2. On suppose que (¢,) =% .

Ve>0,3NeNtelqueVn>=NVael,|o(r)—p(z) <e

Soit € > 0.
INeNtelqueVn>NVael|o(r)—p)|<e

Alors ce N fixé (et qui dépend en fait uniquement d’e) :
Veel,ANeNtelqueVn>=N,Vael,|p,(x)—p(x)<e

Donc
Ve>0,Verxel,3NeNtelqueVn=N,|po,(z)—p(x) <e

Ainsi : (pp) S5 o (Ve>0Vazecl=VYzcl,Ve>0)

C.S.

(o) S0 = (pn) = 0.

/1,5

/1.5



3. Soit € > 0 et h une fonction définie sur I.

Supposons que sup{h(x),x € I'} <e.

alors pour tout « € I, h(z) < sup{h(t),t € I} <e.
Réciproquement, supposons que pour tout x € I, h(z) < e.

Alors € est un majorant de {h(x),z € I},

donc € est plus grand que le plus petit des majorants : sup{h(t),t € I} :

sup{h(t),t € I} < e.

Donc : Vzel h(z)<e< [sup{h(z),z €I} <¢€. /2
On a donc les équivalences :

(pn) S8 <=Ve>0,3NecNtelqueVn>=NVael |p,(r)— o) <e
<= Ve>0,3NeNtel queVn = N,sup{le,(z) —p(z),z €I} <€
avec h : x — |on(z) — p(z)] /1

(pn) &8 p =V e>0,3 N eNtel queVn= N, sup{|pn(z) — @),z € I} <e

4. On note, pour tout n € N, M,, = sup{|on(x) — p(z)|,z € T}.
Avec M, cela donne donc :

(on) & o e=Ve>0,3INcNtelqueVn>N,0< M, <e

car M, est positif. Cela correspond exactement & la définition (M,,) — 0. /1,5

(pn) <5 @ <= (M,) — 0.

5. Il faut trouver un moyen d’obtenir la valeur de M,,.
On le trouve en cherchant les points critiques de |¢,, — ¢|, si cette fonction est dérivable. /1,5

Sit— ¢, — @ est dérivable,
1. On cherche la liste restreinte (et finie) des points critiques de cette fonction :
en étudiant le signe de la dérivée de ¢, — ¢
2. Et enfin, on cherche le maximum (nombre fini) des |, (zx) — ¢(x))| pour xy critique.

O Remarques !
1l arrive souvent également qu’on étudie le signe de la dérivée seconde de |pn — |, pour connailre les
variations de la dérivée de |pn — @| puis son signe. ..

Il s’agit d’un savoir-faire classique de seconde année. Investissez dés maintenant !

I. Etude de la convergence simple et de la convergence uniforme de suites
de fonctions tendant vers exp.

X n
On considere pour tout n € N*| la fonction f, : ¢ — (1 + 7> .
n

1. Soit n € N*. En fait, f,, est une fonction polynomiale. /1

‘Pour tout n € N*, f,, est de classe C* sur R. ‘

2. On a alors, pour tout x € R /1

o= (10 3) g 1)

n
Et, par récurrence a faire par exemple pour k € N : /2
nn—1)...(n—k+1 x\"—k
R TR R R TS

3. On fixe x € R et on note £, = nln(1+ ).



0
1
(a) Comme t — In(1 +t) est dérivable en 0 de dérivée : [ } =1

1+¢t]
Alors In(1 In(1 In(1
t) — t
1= lim M — lim M
t—0 t—0 t—0 t
En prenant la suite (%)" convergent vers 0, on a alors
In(14+ 2 1
1= lim sz lim nln(l—i—f):f lim ¢,
n——+oo b €T n——+oo n €T n——+oo
Donc par produit : /2
(4n) = x
(b) La fonction exp est continue sur R, donc en x :
YV (un) = x ngr—{-loc exp(u,) = expx
En particulier pour la suite (¢,,) : /1

lim f,(x)= lm exp(¢,)=c¢€"

n—-+4oo n—-+o0o

(¢) Tl s’agit d’une convergence pour tout réel z, donc /1

‘la suite de fonctions (f,) converge simplement (et presque stirement) vers la fonction f : z — e*.

4. Etude de la monotonie de la suite de fonctions (f,,)

(a) On fixe n € N. On exploite f/, calculé précédemment :
r\n—1
VzeR, fi(z)>0< (1+—) >0
n
e Sin — 1 est pair, alors pour tout « € R, (1 + %)n_l >
-1

0.
e Si n — 1 est impair, alors pour tout = € R, (1 + %)n >0« z>—n.
Donc /1

fn est croissante sur [—n, 00|
et est décroissante (resp. croissante) sur | — 0o, —n| si n pair (resp. impair).

(b) On fixe z € R.

i. On fixe a > —1. On peut montrer le résultat par récurrence (ou en étudiant une fonction)

1
P ——=21—na >
(I+a)
! 1>1-0a. D Py est vrai
——— =12>1—0a. Donc Py est vraie.
(1+a) P
— Soit n € N. Supposons que P,, est vraie.
1 1 1 1 (1 )
= > —na
14+a)"tt 14+a(l+a)® 1+4a
) N 1
d’apres P, et parce que a > —1, donc 7 >0
Or on a les équivalences :
1
(1-na) > 1—(n+1)a <= 1-na > (1—(n+1)a)(14+a) = 1—na —(n + 1)a® <= VRAI
14+a —_———
<0
Ainsi, P41 est vraie. /2




(1+

z

n

.. x
ii. Prenons a =

nn+1+xz)
Alors si x > —n,et doncn+ 1+ x> 1> 0, donc /1
a>—1<:>L>—1<:>x>—n(n+l+x)<:>(1+n)m>—n(n+1)<:>x>—n
nn+1+x)
On a donc bien a > —1 et on peut appliquer la formule précédent : (1+71a)" > 1—na.
1 - T _ n+1
<1+ (anz)) n+l+zx n+l+z
Or on a les équivalences :
n n+l 1+2\" x nix \ " x
)<(1+ni) = | —2 <(1+><:> — <(1+ )
(n+1)(n+2) n<n+1+x nn+1)+nr+z\" _ n+l+a
nn+1+x) n+1 n(n+1) + nx) n+1
x " n+lix 1 n+1
— (1+ <

< — =
nn+1+1) n+1 (1_|_ z ) n+1l+zx
n(n+1+4+x)

Par positivité de tous ces nombres /1

n n+1
Vo> —n, (1+5) <<1+ i >
n n+1

iii. Ainsi, pour tout n € N et tout & > n (donc —k < —n).
pour tout x > —n, alors > —k : fi(x) < frt1(z). /1

‘Pour tout n € N, (fi)k>n est croissante (pour I'inégalité de fonctions) sur [—n, +o0l. ‘

5. On note pour tout n € N, M,, = sup{|fn(z) — f(z)],z € R}.
On note également g, :  — f(z) — fn(x).

(a) Pour tout entier n,

gn(n):(l‘i’E) —e"=2"—¢"
n

Or /1
| M, = sup{lg,(2)], = € R} > |gn(n)| = " — 2"

(b) Par conséquent, on n’a pas (M,) — 0. /1

‘Donc7 d’aprés 0.4., la suite (f,) ne converge pas uniformément vers f sur R. ‘

6. Soit x € R*. Soit n € N.
n k

On note M = *=° (4 1)! et considere @ : t — * — Z

> G 1 ot

e (x —t)"HL
k!

LY e E—
33‘7"'"_1 —o ((E ) * (n+1)'

(a) On commence par remarquer que :

n t n+1
. x t k (‘T_t)

k=1

9]

=

@ est la soustraction de la fonction exponentielle et d'un polynome, elle est donc de classe
C®° et en particulier dérivable sur R.
Puis, pour tout t € R :

O'(t)=0—e" — Z (Z!(x—t)k — (kil)!(fc—t)k1> — ML_t)n

n!
k=1

On voit un téléscopage /2

B ) L =L =




(b)

D et (x — x)ntt

— _ _ Z (i )k _
o(z) = e* — e ;—1 = (x—x)"+ M S 0.
0 n 1 L $n+1
Et, comme e’ =1: p(0)=e¢ —1—k71—k!x +M(n—|—l)!'

3 5 . T - 1 k - xk T
Et d’apres la valeur de M : ¢(0) = e® — E Pk + E o= 0.
k=0 k=0

On peut appliquer le théoréme de Rolle (z # 0) sur Uintervalle [z,0] (si < 0 ou [0, z] si
(x> 0).

Et donc il existe ¢ dans cet intervalle tel que ¢’'(¢) = 0.

Or le calcul de ¢’ donne :

(x—¢)"

= M = —¢€°
n! n!

n t n+1
T € k c (J? — t)
t)y=e"— ) —(z—t)" —e—"——
#(0) Z%!( ) (n+1)
Puis, en ¢ = 0, comme p(0) =0 et ¥ =1
n
1 n+1
Donc il existe ¢ € [0, z] (ou [z,0]) tel que e* = 2 Ea:k +ef (5_’_ ol
On note h”:xHZﬁ‘
k=0
On se concentre sur [a, b].
Notons d’abord que si z =0, hy(z) = 1 = f(z).
n+1
Donc pour tout ¢, |e® — hy,(x)] =0 = e° (Lf+ 1; car z = 0.
Pour tout x € [a,b], 3 ¢, € [0,z] (ou [z,0]) tel que :
|$‘"+1
T _ h, — oCx
= o) = e s

Or la fonction exp est croissante sur [a, b], donc e < e’ nécessairement, pour tout = € [a, b].
Donc
ebbn+1

vV x € [a,b], |f($)—hn($)|<m

Et donc
ebbn-i-l

M, = sup{|f(x) — hn(x)], 2 € [a,b]} < (n+1)!

. , . bynt1 .
Or, par croissance comparée : la suite (%) converge vers 0. (M,,) itou.
n

Pour tout intervalle I = [a, b], h,, <% exp.

O Remarques !
% C’est indépendant de a et de b.

Et on peut prendre a = —oo, dés le début.

En revanche, il n’est pas possible de prendre b = —oo. ..

/1.5

/1.5

/1

/2



7. Soit x > 0.
n\ /x\k ok n!
fnl@) = Z (kz) (ﬁ) N Znﬁ x (n — k)n*

k=0 k=0
Or pour tout k < n, comme card([n —k +1,n]) =k :

n! - h - n

S < g
(n — k)Ink H n H n
h=n—k+1 h=n—k+1

Puis par multiplication avec des nombres x > 0 et addition :

" gk n! L
fn(x):gﬁxmgék! x 1= hn(z)
Puis, on a vu qu’il existe ¢ > 0 tel que
il
e’ — hp(x) = ecm >0
Donc /3

‘pour tout n e Ny et x > 0: f,(z) < hp(z) <e®

I1. Conservation de propriétés (continuité, intégration) par convergence simple
ou uniforme

Dans cette partie nous étudions les propriétés induites de la suite de fonctions (¢,,) a sa limite ¢
par convergence simple ou par convergence uniforme.
1. Continuité et convergence simple.

(a) On considere la suite de fonctions (j,) définie sur [0, 1] par : j, :  — z™.
Pour tout « € [0, 1] (fixé) :
Jn(z)=2" — 0

n—-+oo
Et j,(1)=1— 1. /2
e . . } 0 siz<l1
La limite simple de la suite (j,) est j : z — { 1 sir—1
(b) La fonction, j, est un contre-exemple :
— Pour tout n € N, j, est continue sur [0,1] (polynéme).
— La limite simple de (j,,) est j non continue sur [0, 1] (non continue en 1 /1,5

. . C.S.
Si pour tout n € N, ¢, est continue sur I et ¢, — ¢,
alors on n’a pas nécessairement ¢ continue sur I.

2. Continuité et convergence uniforme.
On suppose maintenant, que ¢, = © et que pour tout n € N, ¢,, est continue sur I.
On fixee >0 et zg € 1.

(a) On applique directement la définition de la convergence uniforme avec . /1
Il existe N e Ntel que Vn > N,Vazel,|px)—pn(z) < g
(b) Ensuite, on reprend ce N vue a la question précédente.
On applique la définition de la continuité (avec des fermés) de fy en zg (avec £). /1,5
Donc il existe o > 0 tel que V x € [zg — dn, 20 + In], |on () — on(x0)| < g
(¢c) Soit x € [xg — O, zo + In], par triple inégalité triangulaire :
[p(z) = p(zo)| = lp(2) = on(2) + on(2) = en(20) + ¢n (o) — ¢ (20)]
< le(@) —en(@)| + lon (2) = on ()| + | (z0) — @(zo)]
Sztsts=c«
En appliquant deux fois la question (a) (en z et xo) et une fois la question (b) /2

|V @ € [70 — On, w0 + O], [p() — p(wo)| < e




(d) On a démontré que :
Vaeoel,Ve>0,35>0telqueVzel,|rz—x9 <d<|ox)—p(zo)| <e

Il s’agit donc de la continuité en xg, pour tout zg de I. /1,5

@ est donc continue sur I. ‘

(e) Puisque la convergence uniforme permet de conserver le caractére continue et que chaque j,
est continue, mais pas j = lim j,,, alors nécessairement, /1.5

la convergence de (j,,) vers j ne peut pas étre uniforme. ‘

3. Intégration.

: 1
0 81:1:<1—E

1

On considere la suite de fonctions (k) définie sur [0, 1] par ky, : © — .
n six>1-— =

(a) Soit z € [0,1], et e = 5% >0
La suite (1) converge vers 0, donc : 1 — 2 — 1.
INeNtelqueVn>N, |1 -1 —1]<e¢ donc —e< -1 <e
1 2—(1—-2) 14z
Etdochn}N,l—E>1—6: = 5 >xcarl> x.

2
Alinsi, pour tout n > N, k,(x) = 0, puisque z € [0,1 — %[
Et donc (kn(x))n>n converge vers 0. Donc (kn(x))nen converge vers 0.
Cette convergence est vraie pour tout x € [0, 1[. /2

’ (kn) converge simplement sur [0, 1[ vers une fonction k : 2 — 0. ‘

(b) Pour tout n € N, sup{|k,(z) — k(0)|,z € [0,1[} =n car k,(1 — =) — k(1 - 5£) =n—0=n.
Donc (M,,) ne converge pas vers 0. /1,5

‘ (k) ne converge pas uniformément vers k sur [0, 1. ‘

(¢) On note K, : x — / kn(t)dt. Soit n € N.
0
——&xeﬂll—%LK%@%:/ mumr:/'muzo
0 0

1-1 T
Sz 1—%,Kn(x)=/ k;n(t)dt+/ Fu(8)dt = 0+ [nt]?_ 4 = ne—n+ 1
0 1—4 "

L /2,5
0 siz<l—-1 _
K"'x'_}{n(xl)Jrl six}lf% —(n(a:—l)—l—l)l[l_%)l[

C’est une fonction continue sur chaque intervalle : [0,1 — L[ et J1 — 1 1],
et hmx‘)(lfl)Jr Kn(l') = 0 = limm‘)(lfi)f Kn(l') /1

’V n € N, K,, est continue sur [0, 1[‘

(d) La encore, pour z fixé dans [0, 1],
il existe IV tel queVn)N,:v<1—% et donc K, (x) = 0. /1

(Kn) =25 k =0

Comme, pour tout n € N, K, est positive et croissante sur [0, 1],

sup{|K,(z) — k(z)|,z € [0,1[} = sup{K,(z),z € [0,1[} = C’1:1_>ml Ky(z)=1

Et donc (M,,) — 1. /1,5

‘ (K,) ne converge pas uniformément vers k. ‘

(e) On suppose maintenant, que @, ——= ¢ sur [a, b].

€
Soit e >0 et € = )
b—a

Il existe N tel que Vn > N,V x € [a,b], |pn(z) — o(x)| < €.




DoncVn >N,V z€[a,b], —¢ < g,(x) —p(z) <€.

b
En intégrant entre a et b, comme / €(x)dr=¢€(b—a)=c¢:
¢ b b
Donc (linéarité de l'intégrale) Vn > N, —e < / on(x)dz — / o(z)dz < e.
Ainsi : ‘ ‘

Ve>0,INeNtqVn=N, <e€

/b on(t)dt — @(t)dt

/ab on(t)dt — /ab p(t)dt

ITI. Théorémes de Dini

La partie précédente a montré que la convergence uniforme (de suites de fonctions) permet d’obtenir
des résultats de conservation de propriété de la suite a la limite ; ce que la convergence simple ne peut
assurer.

Nous allons démontrer dans cette partie deux critéeres qui permet d’obtenir une convergence uniforme.
1. Critere 1. Suite de fonctions croissantes.
On suppose ici que :
— I est un segment fermé, on notera simplement I = [a, b]
— (pn) ==, sur I
— Pour tout n € N, ¢,, est croissante sur I
— ( est continue sur [.
On désire montrer que (p,) =% ¢, sur I.

(a) Soient x < y deux éléments de I.

Pour tout n € N, comme ¢,, est croissante : ¢, (x) < @n(y).
En passant a la limite (simple de fonctions) : ¢(x) < ¢(y). /1,5

‘go est croissante sur [. ‘

(b) On fixe € > 0. La fonction ¢ est croissante et continue de [a,b] vers [p(a), ¢(b)].
Elle établit une bijection [a, b] vers [p(a), ¢(b)].
On peut couper l'intervalle [p(a), p(b)] en morceaux de taille plus petite que §.
Par exemple : [p(a), o(a) + 5], [p(a) + 5, 0(a) +25]. ..
b) —
Notons donc m tel que p(a) + (m — 1)% < p(b) < pla)+ m%, ie.m= {290()90((1)J +1.
€
Puis, pour tout k € [0,m — 1], zx = ¢~ (p(a) + k5) et z,, =b.
On a alors pour tout k € N,,,_1,

[NCN e
[NCN e

p(a1) = p(wr-1) = pla) + kg — o+ (k= 1)

o(@m) = p(Tm-1) = p(b) — p(a) — (m = 1)5 <

N
Wl m

DO ™

Il existe une subdivision (x¢ = a, 21, ... 2T, = b) de [a,b] telle que V k € Ny, [p(zr41) — @(x1)] <

(¢) Soit x € 1.
Avec la subdivision précédente de I = [a,b], il existe k € N,;, tel 41 < x < .
On alors par croissance de ¢, et décroissance de —¢ :

on(Tr-1) — o(Tk) < n(T) — p(z) < on(Tr) — P(Th—1)

. € € €
Puis comme p(z) —p(xr—1) < 2 alors 3 —p(xp—1) < —p(xk) et —p(zp—_1) < —@(xk)—ki : /2

< pnl) = (@) < pnla) = plaw) + 3

DN ™

on(Th-1) — p(Th—-1) —

(d) Les m + 1 suites (¢, (zx)) converge vers ¢(xy), par convergence simple de (¢, ).
Donc, pour tout k € [0,m], il existe N € N tel que V n > Ng, |on(zr) — p(zx)| <
On note N = max(Ng, N1, ... Ny,) (ensemble fini).

N ™



Alors, pour tout n > N, pour tout k € [0,m] : —

Reprenons le résultat de la question précédente,
Veel,3keN,, tq: on(xp—1) — @(Tr—1) —

Donc pour tout n > N

)

Ve el —5 -5 <pule) — pla) <

Finalement :

Ve>0,3NeNtelqueVn=NVazel,|on(zr)—p(x) <e

On a démontré le premier critere de Dini pour une suite de fonctions croissantes :

‘La suite de fonction (p,,) converge uniformément vers . ‘

On fixe n € N. Pour tout &k > n :
— la fonction fi est croissante sur [—k, +o00[ donc sur [-n,n| (n < k),
— la suite (fx)r>n converge simplement vers f = exp,
— f est continue.
On peut appliquer ce premier théoreme de Dini :
(fn)n>k converge uniformément vers f sur [—n,n].
Par indépendance avec les premiers termes, on peut affirmer :

‘V n € N, (fr)ken converge uniformément vers f sur [—n,n] ou sur tout segment de ]R‘

car tout segment de R est nécessairement contenu dans un segment du type [—n,n]. ..

2. Criteére 2. Suite croissante de fonctions.
On suppose ici que :

I est un segment fermé, on notera simplement I = [a, b].
(pn) =5 o, sur 1

(pn) est croissante : i.e. Vo € I,Vn €N, p,(z) < ont1(z)
Pour tout n € N, ¢,, et ¢ sont continues sur I.

On désire montrer que (p,) <% ¢, sur I.

(a) Onnote ¥, = p—p,. On sait que le suite ,, est croissante donc ¥, 11—, = —@ni11+pn < 0.

(b)

Par hypothese, ¢, et ¢ sont continue donc, par addition, v,, est continue.

Enfin, pour tout = € I, v, (z) — ¢(x), donc par soustraction : 1, (x) = p(z) — pn(x) — 0.

‘ (1) est décroissante, continue et converge simplement vers la fonction nulle. ‘

On fixe € > 0. On note pour tout o < § € [a, b],

Pla,g K INeNtelqueVn>2NVzeal 0<,(z) <e >

On consideére alors la fonction d’intervalle : f : (a, 8) = (1) 51 Pla,g) faux
Soient a < 8 < 7y € [a, b]. Supposons que f(a, ) = f(B8,7) =0.
Alors P, g et Pig ) sont vraies.

Donc il existe Ny et Ny € N tel que

— Vn=2N,Vzen,f]:0<yP,(z) <e

YN >Ny, Ve [8,9]:0< tn(a) <e

Ainsi, pour tout n > max(Ny, Na), V = € [, 7], alors 0 < ¢, (z) < e.
Donc Py, 4 est vraie et donc f(a,y) = 0.

‘ f est sous-additive. ‘

On suppose que f(a,b) =1 (pour faire un raisonnement par I’absurde).
D’apres le principe de dichotomie :

si Pla,5) Vraie

’ il existe (a,) et (b,) adjacentes telle que V n € N, f(ay,,b,) = 1. ‘

/2,5
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(d) On note ¢ = lim(a,) = lim(b,).

La suite ¢, (£) converge vers 0, puisque la suite de fonctions (¢,,) converge simplement vers

la fonction nulle. Avec €' = § /1,5

Il existe N tel que V.n > N, 0 < ¢, (¢) <

[N e)

(e) La fonction 9 est continue, donc en ¢,

Ve >0,35>0telqueV xe[l—50+6, [vn(x)—wnl)| <€

Avec € = § : /15
Il existe 6 > 0 tel que ¥ & € [¢ = 6,04 0], [din () — ¥ (] < 5.
On a donc (par une sorte d’inégalité triangulaire sans valeur absolue),
pour tout x € [{ — 6,0+ ] :
U(@) = W(@) —on(O) +un() < 5+ 5 =
Par positivité de ¥, on a aussi la minoration : /2
‘Pour tout z € [¢ —§,£+ 6], 0 < Yn(z) <€ ‘

(f) Enfin, (a,) — € et (b,) — L.
Il existe mq, ma € N tels que V n > myq, |a, — €] <6 et Vn = mao, |b, — £ <6.
Alors avec m = max(my, ma, N) : [am, bm] C [£— 6,0+ 6]

Vae [amvbm]v Og'l/)m(x)g'l/)N(f)gG
—_—

(Yr (@) \&m2N
/2,5
‘Donc il existe m € N tel que Py, 5,,] vraie donc f(am,bn) = 0. ‘
(g) On a donc trouver m tel que f(am,bn) =0, cela conduit & une contradiction.
Donc I'hypothese f(a,b) = 1 est fausse et donc P, p) est vraie. Ceci est vrai pour tout € > 0.
On a démontré le second critere de Dini pour une suite croissante de fonctions : /1

(pn) <5 @

O Remarques !
§ Le second critére de Dini s’applique également a la suite de fonctions (fn) de la partie A (sur un

segment), car on a également vu qu’il s’agit d’une suite croissante de fonctions.

IV. Convergence presque siire

On consideére une suite de fonction (¢,,) définie sur I. Pour tout ¢ > 0, on dit que ¥, (z) > €
infiniment souvent (noté i, (r) > €i.s.), si

{n € N | ¢, (x) > €} n’est pas borné

1. Soit x € I et € > 0.
On suppose que 1, (x) > € infiniment souvent. Donc F = {n € N, ¢,,(z) > €} n’est pas borné.
Nous allons construire une telle fonction 6, par récurrence.
—(6(0))
{n € N, ¢, () > €} E est non vide, inclus dans N.
Il admet un plus petit élément. Notons le 6(0).
— (6(1))
L’ensemble {n € N | n > 0(0) et ¢, (x)e} est également non vide,
sinon E serait borné par 6(0),
il admet un plus petit élément, noté 6(1). Nécessairement 0(1) > 6(0).



— (0(n) = 0(n+1))
Supposons construit 6(0),6(1)...0(k) éléments de E et en ordre croissant.
L’ensemble {n € N | n > 0(n) et ¢, (z)e} est également non vide,
sinon FE serait borné par 6(n),
il admet un plus petit élément, noté 6(n+1). Nécessairement pour tout k < n, (n+1) > 0(k).
Ce processus est infini (dénombrable). La fonction 6 : N — N est bien croissante et par construc-
tion, pour tout k € N, (k) > e. /2

‘Il existe 6 strictement croissante telle que pour tout n € N, 9y, (z) > €. ‘

. On raisonne par équivalences :

ac{xel]||n(x)] >e¢ is} <= {neN||¢,(a)|l > €} n'est pas borné
= VneNIpe{reN]| . (a)|>e}N[n,+oo]
<~ VneN3Ip=ntel que |[¢.-(a)] > €
<= VneN,Ip=ntel queac{z||P(z) > e}
= VneNaelyy,{z||vp(z) > e}

= a € NenUpsnle | [¥p(@)] > €}
/3

{zel|Wu@)|>e is)= (]| Ulzel|ly@)>e

neN \p=>n

. Commencgons par quelques observations. On a par définition :
on(z) > px)<=Ve>0,INeNVneNn>2 N |p,(z) — )] <€
Si 'on passe au contraire, on a les équivalences :

on(x) A plz) <= 3TJe>0,VNeNIneNtelquen>= N et |p,(z) —o(x)| > ¢
< 3Je>0,VNeN{neN||p,(x)—p(x)| > e} N[N, +oo]# 0
<~ 3Je>0,{neN||p,(x) —¢(z)| > €} n'est pas borné
<= F e >0 tel que |p,(z) — (x)] > ¢, is.

Autre observation :

Notons que si € < ¢, alors : |p,(z) — p(z)] > (> €) = |on(z) — (z)| > €.
Donc par inclusion des ensembles :

{xel]lpn(x)—plx) >e€ is}tC{zelllpn(z)—px)]>¢, is.}
puis comparaison des indicatrices :
Liwer | lon(@)—p@)>e is} S Lael | [on(2)—p(@)>¢, i}
et enfin croissance de l'intégrale :

~/Il{$€I | lon(z)—p(z)|>¢, i.s.}(t)dt < /I]-{:cel | lon(z)—p(x)|>€, i.s.}(t)dtL

Donc € — /1{%1 | lon(2)—p(x)|>e, is.} (t)dE est décroissante.
Démontrons maintenant la premiere équivalence :

e Supposons que (¢, ) 2% o sur I, alors /1{3561 | on (@) o)} ()dE =0
I

Fixons € > 0.

tefzel[[n(t) o) > et =t efzel|Pn(r) A P(z)}

Donc, comme AC B=14 <1p,o0na

(0 )Lizer | jon@)—p(@)I>e, ist S Lael | pn(@)pe)

Puis en intégrant sur I (intégration croissante) :

0< /Il{zez | Ion(@)—p(@)]>ei.s.} (H)dE < /Il{xef | on(@)pe(e)} (E)dE



Et donc /l{xel | on(@)—p(z)| > is.}(t)dt = 0. Ceci est vrai pour tout e > 0.
I

e Réciproquement, si pour tout € > 0, /l{xej | lon(@)—p(z)|>e, is.}(t)dt = 0.
I

D’apres la remarque en début de question :

{z eI |val@) A @)} =z eT| [nlt) = v(t) > ¢ is}

e>0

Et pour tout ¢ > 0,

Ude €T | [alt) = o(0)] > € s} = {w € I | [g(t) — ()] > €, i)

e’

Donc on a pour tout € > 0, /Ione'{zeI | on(@)—p(z)|>e, is}(t)dt = 0.

En faisant tendre (par décroissance) €’ vers 0 :
/I Ly, (o€l | on(@)—p(@)]>e, is.}(E)dE =0

C’est donc : /1{9561 | Lpn(a:)ﬁtp(w)}(t)dt =0
I

/Il{mel | on(@) P} (B)dE =0 =V € >0, /1 Lizel | pn(@)—p(a)|>e is)(H)dE =0

O Remarques !
Awvec la question précédente, on montrerait qu’on a également l’équivalence :

/ Lizerl | pn(@)po(@)B)d =0+=Ve>0, lim / L3 >N tel que [pn (@) —p(a)|>e} () dE =0
1 —+4o0 J



