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Devoir surveillé n°5

Durée de I'épreuve : 4 heures
La calculatrice est interdite

Le devoir est composé d’un unique probleme sur I’étude des différentes convergences de suites de
fonctions.

Lorsqu’une question est jugée, a priori, plus difficile, elle est précédée du symbole (x) voire ().

La notation tiendra particulierement compte de la qualité de la rédaction, la précision des
raisonnements et 1’énoncé des formules utilisées.

BON COURAGE

Probleme - Convergences de suites de fonctions

Dans ce probleme on s’intéresse a des suites de fonctions (¢, ). On définit trois types de convergence :
— La convergence simple de la suite (p,,) vers ¢ sur Uintervalle I, noté () 2 psi:

Voeel, (on(z)) — o)

n—-+oo

De maniere équivalente :
Veel,Ve>0,3NeNtelqueVnz=N,|p,(z)—o(z) <e
— La convergence uniforme de la suite (,,) vers ¢ sur intervalle I, noté (¢,) <% ¢ si :

Ve>0,3NeNtelqueVn>NVaoel|o(r)—p(z) <e

— La convergence presque siire de la suite (p,,) vers ¢ sur Uintervalle I, noté (¢,) 25 ¢ si :

/1{we1wn<w> A e (t)dt =0
I n— +o0o

On commence par quelques questions intermédiaires qui aboutissent sur un savoir-faire sous forme
d’une question ouverte.
Puis, dans la partie I, on étudie, en particulier, deux suites de fonctions convergentes vers exp, afin de
se familiariser avec ces différents types de convergence.
Dans la partie II, on étudie comment certaines propriétés se propagent (ou non) de la suite des fonc-
tions a la limite.
Dans la partie III, on donne deux critéres pour obtenir la convergence uniforme.
Enfin, en partie IV, on donne un critére équivalent a la convergence presque sire.

Préliminaires /7
1. Montrer que si (¢,) <> ¢, alors (p,) 5 .

2. Montrer que si (¢n,) Ly o, alors () LN o

3. Montrer que (¢y) =5 o si et seulement si
Ve>0,3NeNtel queVn >N, sup{|le,(z) —e(z),z € I} <e

4. On note, pour tout n € N, M,, = sup{|on(x) — p(z)|,z € T}.
En déduire que (p,) <% ¢ si et seulement si (M,,) — 0.

5. Connaissez-vous une fagon simple d’obtenir la valeur de M,, (on donnera les hypothéses nécessaires
vérifiées par o, et ¢)?
En déduire un protocole, que vous rédigez, pour étudier la convergence uniforme d’une suite de
fonctions.



I. Etude de la convergence simple et de la convergence uniforme de suites
de fonctions tendant vers exp /29

€T n
On considere pour tout n € N*, la fonction f,, : z — (1 + 7) .
n

1. Montrer que pour tout n € N*, f,, est de classe C* sur R.

2. Calculer f] et f/'.
Exprimer pour tout k € N, fy(bk).

3. On fixe x € R et on note £, = nIn(1+ 7).
(a) En exploitant la régle de L’Hospital & ¢t — In(1 + ¢) pour ¢ — 0, montrer que (¢,,) converge.
(b) En déduire que la suite (f,(x))nen converge vers f : z — e*.
(¢) Quelle type de convergence en déduit-on concernant la suite de fonctions (f,) ?

4. Etude de la monotonie de la suite de fonctions (f,)

(a) On fixe n € N*. Montrer que la fonction f, est croissante sur [—n, +oo.
Quelles sont les variations de f, sur | — oo, —n] ?

(b) On fixe x € R.

. 1
i. Soit n € N*. On fixe a > —1. Montrer que ——— > 1 —na
(I+a)"
T
ii. B enant ¢ = —— , montre e:
ii. En prenant a n<n+1+x),mnrrqu

n+1
T\ x
Vo> -—n, (1 —) < (1
T n +n <+n+1)

ili. En déduire que pour tout n € N, la suite de fonctions (f;)k>n est croissante (pour
I'inégalité de fonctions) sur [—n, +oo].
5. On note pour tout n € N*, M,, = sup{|f.(z) — f(z)|,x € R}.
On note également g,, : © — f(z) — fn(z).
(a) Calculer g,(n).
En déduire que pour tout n € N*, M,, > e — 2",
(b) La suite (f,) converge-t-elle uniformément vers f sur R?

6. Soit x € R*. Soit n € N*.

xk

z_ _637

= k! | o N n et i (I*t)n+1

On noteM:T(TH—l). et consideére p : t— e —Zﬁ(x—t) + M
k=0

(a) Montrer que ¢ est dérivable sur R et calculer pour tout t € R, ¢'(t).

(b) Calculer ¢(0) et p(z).

ecxn+1

nok
o - e T
(¢) En déduire qu'il existe ¢ € [0,z] (ou [x,0]) tel que e = kg_o T + CEIk

no_k
x
(d) On note hy, : x — kzg
=0
Montrer que pour tout intervalle I = [a,b], hy, < f (on rappelle : f : z — e%).

7. Comparaison de f, et hy,.
En exploitant le bindme de Newton, montrer que pour tout n € N, et x > 0 :

Jn(x) < hp(z) <e€”

I1. Conservation de propriétés (continuité, intégration) par convergence simple
ou uniforme /23

Dans cette partie nous étudions les propriétés induites de la suite de fonctions (¢,,) & sa limite ¢
par convergence simple ou par convergence uniforme.

1. Continuité et convergence simple.

(a) On considere la suite de fonctions (j,) définie sur [0, 1] par : j, :  — z™.
Quelle est le limite simple de la suite (j,,), notée j et définie sur [0, 1].

(b) Montrer que si pour tout n € N, ¢,, est continue sur I et ¢, £% o, alors on n’a pas
nécessairement ¢ continue sur 1.



2. Continuité et convergence uniforme.
On suppose maintenant, que ¢, —= ¢ et que pour tout n € N, ¢,, est continue sur 1.
On fixe e > 0 et g € I.

(a) Montrer qu'’il existe N € Ntel que Vn > N,V €1, |p(x) — pn(x)] < %

?

Wil m

(b) Pourquoi existe-t-il dx; > 0 tel que V x € [zg — dn, o + In], [N (2) — on(z0)]| <
(¢) En exploitant une (triple) inégalité triangulaire, montrer que
Vo €lzg—on,x0+ In], |o(x) — o(x0)] < e
(d) Quelle propriété de ¢ a ainsi été démontrée ?
(e) Que peut-on dire concernant la convergence uniforme de la suite (j,,) définie a la question
précédente ?

3. Intégration.
0 siz<1-— %

n siz>1-1

On considere la suite de fonctions (k) définie sur [0, 1] par ky, : x — { 7
(a) Montrer que (ky) converge simplement sur [0, 1[ vers une fonction k& que 'on donnera.
(b) Montrer que (k) ne converge pas uniformément vers k sur [0, 1].
(¢c) On note K, : z — / kn(t)dt. Exprimer K, (x) pour tout n € N, z € [0, 1].
0
K, est-elle continue ?
(d) Etudier la limite simple de K. La suite (K,) converge t-elle uniformément ?

(e) On suppose maintenant, que ¢, —= ¢ sur [a, b].

b b
Montrer que/ gon(t)dt—>/ w(t)de

ITI. Théorémes de Dini /22

La partie précédente a montré que la convergence uniforme (de suites de fonctions) permet d’obtenir
des résultats de conservation de propriété de la suite a la limite ; ce que la convergence simple ne peut
assurer.

Nous allons démontrer dans cette partie deux critéeres qui permet d’obtenir une convergence uniforme.
1. Critere 1. Suite de fonctions croissantes.
On suppose ici que :
— I est un segment fermé, on notera simplement I = [a, b]
— (pn) =5, sur I
— Pour tout n € N, ¢,, est croissante sur I
—  est continue sur I.
On désire montrer que (p,) <% @, sur I.
(a) Montrer que ¢ est croissante.

(b) On fixe € > 0. Montrer qu’il existe une subdivision (z¢ = a,x1,. ..z, = b) de [a,b] telle que

VEkeN,, |o(@i)— ek <

NN e

(c) Soit x € I. Montrer qu’il existe k € N,,, tel que :

eal@im) = plar-1) = 5 < pa(@) = (@) < pulen) — o(@r) + 5

DN ™

(d) Conclure

(e) Peut-on appliquer ce critéere pour la suite de fonctions (f,) définie en partie I sur tout
segment de R 7

2. Critere 2. Suite croissante de fonctions.
On suppose ici que :
— I est un segment fermé, on notera simplement I = [a, b].
— (pn) =%, sur I
— () est croissante : i.e. Va € I,V n eN, p,(z) < ppt1(2)
— Pour tout n € N, ¢,, et ¢ sont continues sur I.
On désire montrer que (p,) <% ¢, sur I.
(a) On note ¥, = ¢ — p,. Montrer que (1,,) est décroissante, continue et converge simplement
vers la fonction nulle.



(b) On fixe € > 0. On note pour tout o < S € [a, b],
Plag < INeNtelqueVn> NVaceln 0<Y,(z) <e >

1 si 'P[aﬁ] faux

On consideére alors la fonction d’intervalle : f : (o, 8) = { 0 siPs vraie
«a,B] YialC

Montrer que f est sous-additive.
(c) Si f(a,b) =1, montrer qu'il existe (ay) et (b,) adjacentes telle que V n € N, f(an,b,) = 1.
(d) On note £ = lim(a,) = lim(b,). Montrer qu’il existe N tel que Vn > N, 0 < ¢, (¢) < %

(e) Montrer également qu’il existe § > 0 tel que V z € [¢ — 8,0+ 0], [vn(z) — Yy (0)] <
En déduire que pour tout z € [¢ — §,¢ + 6], 0 < Yn(z) <e.
(f) Montrer ainsi qu’il existe m € N tel que f(am,bm) = 0.

N o

(g) Conclure

IV. Convergence presque siire /9

On considére une suite de fonction (v,,) définie sur I.
Pour tout € > 0, on dit que ¥, (x) > € infiniment souvent (noté : ¥, (x) > ¢, i.s.), si

{n € N | ¢, (x) > €} n’est pas borné

1. Soit x € [ et € > 0.
Montrer que si 1, (x) > € infiniment souvent, alors il existe  : N — N strictement croissante
telle que pour tout n € N, 1y, () > e

2. Montrer que

{zel| @) >e is)= (]| Uleel|l)>e

neN \p=>n

3. Montrer que (@) 2% osur T

si et seulement si Ve > 0, /1{161 | on(2)—p(2)|>e, is} ()dt =0
I



