MPSI 3 - Fermat

Le 17.12.20
2020-2021

Devoir a la maison n°5

CORRECTION

Exercice 1 (n°259)
Pour tout entier n, on note r(n) = Card{(A, B) € Z* | A2 + B? = n}.
On pose également x(n) = (—1)»~1/2 si n est impair et x(n) = 0, sinon.

1. 5 =22 412, On ne peut pas chercher avec des nombres de valeurs absolues plus grandes.
Puis, il y a toutes oppositions/permutations :

5 =22412=(-2)2+12 =22+ (-1)2 = (-2)? + (-1)? = 12 + 22
=12+ (=22 = (=12 +22=(-1)2+ (-2)? = r(5) =8
2=12 412 = (—1)2+ (1)2 =12+ (~1)2 = (—1)? + (- 1)2 — r(2) = 4|

2. Sin= A2+ B2
Alors si A = 2k, alors A? = 4k? = 0[4] et si A = 2k + 1, alors A% = 4(k* + k) + 1 = 1[4].
Donc si r = (A% + B%)%4, r € {0,1,2}.

‘Par contraposée : si n = 3[4], alors r(n) = 0. ‘

3. Soit p € P, un nombre premier tel que p = 1[4]. On écrit p = 4k + 1.

(a) On rappelle le théoréme de Wilson, démontré au DM précédent : (p — 1)! = —1[p].
4k 2k 4k
(p—l)!:Hi:(Hi)x II J
i=1 i=1 j=2k+1

Dans le second produit, on fait le changement j =p —i pouride p—4k =4k+1—-4k =1
ap—(2k+1) =2k
Or j = —i[p], dans ce cas :

2k 2k
(p—1= Hl x (—i) = (=1)** (Hl) [p]

(b) Comme (—1)?* =1, on a donc (puisque k = (p — 1)/4) :

(r—1)/2
(—1) = X?[p], avec X = H i

=1

On note z, le reste de la division euclidienne de ce nombre par p.

Puis on applique 'algorithme d’Euclide a ces nombres p et . On note 1o = p, r1 = x et 42 le
reste de la division euclidienne de r,, par 7,41.

La suite (r,,) est une suite d’entiers naturels strictement décroissante. On note M l'indice tel
que : Ty > /D>y

(¢c) Aurang M + 1 : rprqp1 = Uprp1p + Vpr412.
On éleve au carré :

2 2 2 2
"1 = P(PUM 41 + 2UM 1 1VM1T) + Vi T

Et comme 22 = —1 + Ap, on a donc :

Pia1 + Vi1 = p X (pulq + 2unpivpiz + Avy ) = Kp

=KE€EZ

Or 0 < rar41 < /P, done 73, < p.
On va démontrer que pour tout n € N :

TnUn—1 — UnTpn—1 = (71)np



En effet, on sait que pour tout n : r, = pu,, + zv,, donc pour tout n € N :
Tn41Un = Ung1Tn = Pln1Vn + TV y1Vn — Ung1PUn — TVnt1Vn = P(Uny1Vn — UnVpy1)
Et de méme
TnUn—1 — UnTp—1 = p(unvnfl - unflvn)
Alors que
Un+1Un — UpUpy1 = (*qnun + un—l)vn - (*ann + Un—l)un = Up—-1Unp — Up—1Up
Donc
T'n+1Un — Un41Tn = (*1)[7"7{071—1 - vnrn—l]

La suite (7y,4+1Vn — Un+17n)n est géométrique de raison (—1) et de premier terme rivg—v1rg =
Tx0—-1xp=—p.
Donc pour tout n € N,
TnUn—1 — UnpTpn—1 = (_l)n_l(_p) = (_1)np
L’expérience prouve que pour tout n € N, v, est du signe de (—1)""1.
-1 n+1v
Notons, pour tout n, x,, = ()771 > 0, on a alors
p

—1)"

TnTp—1+ TpTn_1 = [Tn'l)n,1 - Tnflvn] =1

Et comme zj et r, > 0, on a donc 0 < z,,7,—1 < 1, donc x,, < r—

Ainsi,
1
VnelN, |uog|=pz,<
Tn—1
On a donc ) )
2 p p
B < o< —p
* i p
car vy > /p-

Donc 0 < 13,1 + 3,41 < 2p. Le seul nombre divisible par p dans ]0,2p] est p.

P =" Vs - Algorithme de Serret

(d) 37 =4 x 94 1. On note donc X = H}il i[37]

x =1x2x3x4x5x6x7---x18 [37]

=2x18x3x12x4x9x5x8x6x7x10... [37]
—— e M M =~
=-1 =-1 =-1 =3 =5

15 x 10 x 11 x13 x (2% 7) x (3x5) x (2x 8) x 17 [37]
——

=-1
=(Bx5)x3x13xTx5x2x17x2x8 [37]
—— M =
=2 =-2 =-3
=23 x32x5x8-3=6-_1x6=-6=31 31[37

(On peut vérifier : 312 = 961 = 29 x 37 — 1).
Ensuite, on fait I'algorithme d’Euclide a partir de 37 et 31 :

n or u v
0 37 1 0
1 31 0 1
37= 1x31 462 6 1 -1

31= 5x6 +1|3 1 -5 6

Onaiciﬁzﬁ,... donc ro =6 < /37 < ry et donc M =1 et vy = —1.

‘Alors 37T =13+ (-1)2 =62+ 12




(e) Supposons que p = a? + b? (possible d’apres la question (c)).
On peut supposer que a, b positifs (sinon, on prend I'opposé) et méme a > b.
Si a = b, alors p = 2a? et donc 2|p, impossible puisque p = 1[3].
Donc a > b.
On suppose alors que cette décomposition est unique On trouve 8 décomposition pour p :

p=a’+b*=(—a)* +b* =a* + (-b)* = (—a)* + (-b)?

et les permutation a <> b.
r(p) =8

O Remarques !
Une démonstration classique de l'unicité consiste a se placer sur Z[i| = {a + ib,a,b € Z}.
Montrer qu’on a ainsi un anneau euclidien, donc soumis au méme caractéristique que Z (décomposition
unique en facteurs premiers, en considérant comme premier les éléments divisibles uniquement par les
associés a p cf DS4 2016-2017).
On a alors sip=a® +b%> = c2 +d? = (a +ib)(a — ib) = (c + id)(c — id)
Si zla+1b, alors N(z) = 2z € Z|N(a+1ib) = p. Mais p est premier dans Z. Donc N(z) =1 ou N(z) = p.
Donc a + ib est premier (dans Z[i]), de méme de a — ib.
Et donc ¢+ id = e(a+1ib) ou c+id = €(a — ib) car a+ib et a — ib est premier avec € un inversible i.e.
N(e) =1 i.e. e {l,—1,i,—i}.

On a montré : pour p premier, 7(p) = 0sip=3[4] oup=2et r(p) =8 sip = 1[4].

. Si m ou n est pair, il en est de méme de nm et x(nm) =0 = x(n)x(m)
Si m et n sont impair, supposons n = 2k + 1 et m = 2h + 1, alors nm = 2(2kh + k+ h) + 1

X(m)x(n) = (=1)*(=1)" = (=1)**" = (=) = x(mn)

‘ x est completement multiplicative. ‘

. On définit 5(n) = > x(d).
d|n

e Si d =0[2], alors x(d) =0,

e Sid=1[4],ie d=4k+1, alors x(d) = (—1)*/2 =1

e Sid=3[4],ie d=4k+ 3, alors x(d) = (—1)*+2)/2 = _1
Enfin, {d|n} = {d|n,d = 0[2]} @ {d|n,d = 1[4]} & {d|n, d = 3[4]}.
On peut sommer par paquets :

Sn) =Y xd+ > x@d+ Y xd=> 1-> 1

d|n d|n d|n d|n d|n
d=0[2] d=1[4] d=3[4] d=1[4] d=3[4]

. ® Soit n = 2%g avec ¢ impair.
Les diviseurs non pairs de n sont exactement les diviseurs de g. Donc

dn et d #£ 0[2] <= d|q et d Z 0[2]

Ainsi d(n) = > 1= > 1= 1- Y 1=5(q).

d|n d|n d|q d|q
d=1[4] d=3[4] d=1[4] d=3[4]

Et notons que §(1) =1

e Ensuite, on remarque que § = x * 1, donc comme x et 1 sont multiplicatives,
¢ est également multiplicative.

e Sip=3=—1[4] alors p? = 14].
Ainsi (par récurrence), p* = (—1)*[4],

- - — (—1)tt si a impair
57 = 3wy = S (-1yp = LU D ={ (1) P

pors poars 1—-(-1) si a pair

e Si p = 1[4], alors pour tout a € N (récurrence), p* = 1[4].



En exploitant la multiplicativité de &, pour n = 2v2(") H ptr(m)

peP\{2}
0 si 3 p e P,p=3[4] tel que v,(n) = 1[2]
5(n) = H 5(pr ™) = Z (vp(n) +1) siVpeP,p=3[4] tel que vy(n) = 0[2]
pEP&p=1[4]
PEPA{2} 1 sin=2"

Ensuite, pour montrer ’égalité entre r et §, on va montrer que r est également complément
multiplicative comme ¢ et ont méme image sur les nombres premiers.
e On avu quesipe€ P,

4 sip=2 1 sip=2
r(p) =< 0 sip=3[4] =4x<¢ 0 sip=3[4] =46(p)
8 sip=1[4] 2 sip=1[4]

e On suppose que n=a?+b%> (a=>b>0)et m=c2+d? (c>d=>0).
Alors, d’apres l'identité de Lagrange (classique) :

(a+ib)(c+id) x (a —ib)(c — id) = (ac — bd)? + (ad + bc)?
nm = (a+ib)(a—ib)(c+id)(c—id) = { ou
(a +ib)(c—id) x (a —ib)(c + id) = (ac + bd)? + (—ad + bc)?

On se souvient qu’en fait si a > b, on a
n = a’*+b* = (—a)’+b* = a®*+(=b)? = (—a)’+(-b)? = b’+a* = (=b)*+a® = b*+(—a)? = (=b)*+(—a)?

Alors, (ac + bd)? + (—ad + be)? correspond au cas (a’c — b'd)? + (a’d + b'c)? avec a' = —a et
b =b.

Donc pour chaque décomposition (& multiplier par 8 si @ > b ou 4 si a = b) de n et de m, on
trouve une nouvelle décomposition de nm en somme de carrés.

Il est vrai qu’il n’y en a pas d’autres, mais ce n’est pas facile & montrer (cf DS 4 - 2015-2016)

Donc r(nm) = r(n) x r(m).
Finalement r et 40 ont méme expressions sur les nombres premiers, toutes les deux sont
completement multiplicatives.

vn=2200 T[] p*™ eN,

pEP\{2}
r(n) =4é(m)=4 [ o(pr™)
peP\{2}
0 sidpeP,p=3[4] tel que vy(n) =1[2]
_ Z (vp(n) +1) siVpeP,p=3[4] tel que vy(n) = 0[2]
pEP&p=1[4]

1 sin=2"




Exercice 2 (n°230)
On dit qu'un groupe (G, *) opére sur un ensemble X, s’il existe une application GXx X — X (s,z) — s-x
(ou une loi externe) vérifiant :
— Vs,teGVexeX, s - (t-x)=(sxt) -z
—VzreX,e-x=nx.
Enfin, pour tout z € X, on note O(z) = {s - x,s € G} (orbite ou trajectoire de z sous l'action de G).
1. Considérons lapplication S, x N,, = N,,, (¢, k) — ¢ -k = (k).
Dans ce cas (Sp,0) opere sur N,, :
Vo EeS, VEeN, o- (¥ k) =g (¥(k) = o((k) = (poi) - k.
— VkeNy,id-k=idk) =k
(Sn,0) opére (simplement = naturellement = canoniquement) sur X = N,,.

2. On note, pour tout z € X, S, = {s € G | s-z =z} (stabilisateur de x).
Soit z € X. S, C G.
— e-xz =1z, donc e € S, et donc S, # 0.
— Soient s1,89 € S;. Alors

(31*82)'1::81'( 52.]/' ): 5]_'.7/' =X
~—~— ~—~—
=x — s2€8, =r — s1E€S5,

Donc sy xs9 € S,.
— Soit s € S,. Alors

Donc s~ € S,,.
Donc S, est un sous-groupe de G.

Pour tout « € X, S, est un sous-groupe de G.

3. On suppose que G est fini. Soit = € X.
On considere la relation sur G sR1s8’ <= s-z =5 - x.
Il n’est pas compliqué de voir qu’il s’agit d’une relation d’équivalence.
Les classes d’équivalences forment une partition de G.
Si G est un systeme de représentant des classes :

G=Hs
seg
e={geGlg-x=e-x=2}=25,.
Par ailleurs, si s € G, un représentant d’une classes quelconque,
Soit 1, : S, — S, g — s * g est une bijection de S, sur s.
En effet, pour tout g € S;, (sxg) -z =s-g-x=s-x, donc sx gRqs.
Donc v;(g) € 5. L’application réciproque est 9,1,
Yo1(g) z=st (g-x) = st (s-x)=(stxs)-x=ux
geEs
Donc toutes les classes d’équivalence ont le méme cardinal : card(S;).
Enfin, il existe une bijection de G — O(z), c’est 'application s +— s - x.

card(G) = anrd(?) = anrd(Sx) = card(Sy) Z 1 = card(S,) x card(G)

seg seg s€g

‘card(G) = card(S;) x card(O(x)) Formule des classes‘

4. On suppose que G et X sont finis.
On suppose que X = {x1,...zg}. Les orbites sont de les ensembles O(x;), mais certains sont
en double.
En effet si z; € O(z;), alors il existe s € G tel que s-z; = z; et donc z; = s™1 - ;.
Et par transitivité, tout élément t - z; de O(z;) est (tx s) - z; un élément de O(z;).
Finalement (double inclusion) : O(z;) = O(x;).
Donc 'ensembles des orbites forment une partition X. Si © est un systéme de représentant :
X = L—}j O(x)
€O

Ainsi, en prenant les cardinaux :

1

card(X) = Z card(O(z)) = card(G) Z card(S,)

€0 €O

O est un systeme de représentant



O Remarques !
% En fait, on pourrait faire le paralléle entre cette démonstration et [’exploitation de la relation sur X :

2Rox’ <= J g€ G tel que g-x =2’

. Application. On note ¢ : G x G, (g,2) = g-x:=g*xx*g L

Il s’agit d’'une action de G sur X = G.
— Vs, teG Vo eq, (sxt) - x=(sxt)xa(sxt) L =stat ls7l =5 (t-x).

—VzeG e xz=exzxe ! =z

‘ Donc G opere sur lui méme par ¢ (on parle des automorphismes intérieurs) ‘

Pour tout g € Z(G), comme g commute avec tout s :
={seG|s-g=gl={seG|sgs ' =g} ={s€G|gss ' =g} =G
Alors que
O(g) ={s-g:s € G} = {sgs" ;s € G} = {gss™' = g;s € G} = {g}

Donc g € O et donc © contient tous les éléments de Z(G).
On note ©' tel que Z(G) WO’ = O (O’ comme O sont finis).

card(G) card(G) card(G) card(G) d(G)
Z card(S,) Z card(Sg)Jrg;, card(S,) Z d(G) Z@ Sg) Z Z

ge® 9€Z(G) 9ez2(G) © geZ(G)  ge®’

card(G)

card(X) = card(G) = card(Z(G)) + Z card(S,)

geo’

On s’intéresse maintenant au g € ©'.
Sy est un sous-groupe de G :
— e€ Yy car e-g=g. Donc S, est non vide.
— Sownts te€S,, (s*xt)-g=s-(t-g)=s-9g=g9;
donc s+t € S,
— Soit s € S,, st g=s5"Txgx*s.
Or sxg*s ! = g, donc en multipliant & gauche par s~! et par s & droite : g =571 - g s.
Donc s7! € S,.
On peut donc associé pour tout i € I = Nearq(er), et gs € ©’, le groupe H; = Sj.
Enfin, notons que g; € H; : gi - gi = gi x gi % g; - = gi, donc H; # {e}
et H; = G signifie que pour tout s € G, sx g;s~ ! = g;, donc s x g; = g; x s donc g; € Z(G).

Ainsi, il existe une famille (H;) de sous-groupe de G, différents de G et {e} telle que :
C d
Card(G) = Card(Z(G)) + Z 2




