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Devoir a la maison n°6
CORRECTION

Exercice 1

Piste de recherche...
Dans une équation du type ax + b,
— b est 'ordonnée a l’origine, la valeur en 0.
— a est le coefficient directeur, la pente, la valeur de la dérivée.

z1) — f(z
I s’agit donc de majorer la dérivée : M = % par a.
T1 — X2

f est uniformément continue. Donc
Ve>0,35>0telsqueV xy,z3 €R|x; — 23| <= |f(z1) — fz2)] <€
Avec e = 1.
35> 0tels queV oy, 20 € R, oy — 22| <6 = |f(z1) — f(z2)] < 1

On se concentre autour de xg :
Vaelrg—6bzo+d], |f(@)— flzo) 1= -1+ f(z0) < flz) <1+ f(z0)

L’idée : avancer de 0 en § pour arriver jusqu'a x, & partir de 0.

Donc en prenant n = {%J, onand <z < (n+1)0
n—1

On a le telescopage : Z f(kE+1)0) — f(kd) = f(nd) — f(0). Donc, par inégalité triangulaire :
k=0

n—1
|f (@)= f(0)] = ‘

k=0 =
Ainsi, en exploitant : n < 5 :

—%x +£(0) < f(z) <n+ f(0) < %l’ +£(0)

7@)] < zlal + £(0)

Si f : R — R uniformément continue, il existe a et b tels que pour tout € R, |f(x) < alz| + b. ‘

n—1
flx) = f(nd) + Y f((k+1)8) — f(k)| < | f(x)=f(nd)|=> " |f((k+1)8)—F (k)| < 1+
k=0

n—1

len

k=0



Exercice 2

Soit f définie sur un intervalle [a, b], telle que pour tout xg € [a, b], lim;é f(z) existe.
T—>To,TFTQ
On note pour tout x € [a,b], £(z) = lim  f(z).
T—x0,TFTo
1. On fixe € > 0.
De = {xg € [a,b] tel que [{(xo) — f(x0)| > €}

(a) Pour u € [a, ], et tout voisinage W de £(u), il existe V', voisinage de u tel que f(V\{u}) C W

Ainsi, pour tout v > 0, en prenant W = [((u) — §,€(u) + §],

35, > 0tel que ¥V @ € Ju— by, u+ 6, [\{u}, | f(z) — £(u)] < %
| —

=V

(Normalement, il faut prendre un intervalle fermé, mais un intervalle ouvert suffit, et c¢’est
plus pratique).

(b) On a alors pour tout « €Ju — &y, u + dy,[ 1 u— 3y, < T < U+ .
Donc il existe a > 0 tel que [z—a, x+a] Clu—0y, u+d, [ (Exemple oo = min(%ﬂs“, “HT_””) >
0.)
Et donc pour t € [z — a, x + o], par inégalité triangulaire :

[f (&) = f(x) = [F(t) = £(w) + £(u) = f(@)|| < |F() = )] + [€(u) = f(z)| <€

Et nécessairement (puisque ¢ est au voisinage de z et que ¢(z) existe) : [£(z) — f(x)] <e.

‘Donc pour tout = €Ju — &, u + §,[, |[€(z) — f(z)] <e. ‘

(c) On note ¢ : u — dy, il s’agit d’une jauge définie sur [a, b].
D’apres le lemme de Cousin, il existe une subdivision pointée de [a, b], é-fine, de cardinal n.
On note cette subdivision : P = (([zj—1, %], ui))1<i<n.
Alors pour tout V z € [a,b] \ {u1,...un},
il existe 1 € Ny, tel que z € [x;_1, ;] C [u; — 6(“i) Ui+ ] \ {u;},
Et d’apres ce que l'on a vu a la question precedente |€( ) f(x)] <€, donc z ¢ D.
Finalement, D C {u1,ug,...u,}

‘De = {xo € [a,b] tel que [€(xg) — f(x0)| > €} est fini. ‘

2. Pour tout entier n € N D1 est fini.
On note : D = {zg € [a,b] tel que lm  f(xo) # f(x)}.

—T0,TETo

Soit w € D.
Alors £(u) # f(u). Donc [¢(u) — f(u)| > 0.
On note N = { J
£(u)
1 1
on a donc N < ) = (u)|<N+1etdoncN+1<M(u)—f(u)|gﬁ.

Ainsi, pour tout n > N, u ¢ D1 et pour tout n > N, u € D1.

On peut associer a tout u € D, "un entier N, tel que u € D% et u ¢ DN%.
Ensuite, 'ensemble D oL est fini, on note C, son cardinal.
Enfin, 'ensemble D C D 1

+1
Pensemble D _ e \ D4 qu1 contient u est également fini.

11 contient r,, elementb ranges par ordre croissant (par exemple), u est le k,°(1 < ky < 7y)-
Soit
PY:Dw—Nu— N, +k,

Par construction v est injective (si u # v/, alors nécessairement 1 (u) # ¥ (u')).
W : D — (D) C N est une bijection.
Si ¢(D) = N, 1 est surjective, et alors D est dénombrable.
Si (D) est fini, ¥ n’est pas surjective, mais D est fini.

D = {zg € [a,b] tel que lim  f(xzo) # f(x)} est au plus dénombrable.

T—X0,TH£LQ




Exercice 3

1. Soit ¢ :  — zlnx. Elle est définie, continue et dérivable sur |1, 4o0].
Pour tout z > 1, ¢'(z) =1+ 1Inz > 1 car In([1, +o0]) C R4..
Donc ¢ est strictement croissante sur [1,4o00[, & valeurs dans [¢(1), 1+im = [0, +o0l.

Ainsi ¢ établit une bijection de [1, +oo[ sur R.
Par ailleurs, 1 € R, donc

I'équation 2 Inz = 1 admet une unique solution sur |1, +ool, notée x. ‘

2. La fonction f est également dérivable sur |1, +oo].

Pour tout x > 1,
e*(lnz — 1) e’

fl(l.) = (IHJZ)Q £ = x(lnx)Q (SD(:E) - 1)

Or pour tout x > 1, € > 0, z(Inz)? > 0. Donc f/(z) est du signe de ¢(z) — 1.
Comme ¢ est croissante :

‘f’(m)}O(z)gp(x)}l(z)x}xo‘

‘ f admet en xy un minimum, dont on note la valeur yq ‘

3. f est strictement décroissante de |1, x| sur [f(zo),lim; f[= [yo, +00[ et continue.
Donc f établit une bijection de |1, zq] sur [yo, +00].

ail

Y x > yo, 3 lag €]1,x0] tel que f(a1) =z ie. =z g:yo,+oo[=]|1, zo[,z — a1

Ina;

f est strictement croissante de |zq, +o00[ sur [f(zo), im{oo f[= [yo, +00][ et continue.
Donc f établit une bijection de [z, +oo[ sur [yo, +00l.

e

Y x > yo,3 lag € [zg, +00[ tel que f(az) =z i.e. 1 =x. h:lyo,+oo[— [zo, +oof, x — ag
nao

4. Soit x < 2/, deux éléments de [yg, +o0].
— On a X = g(x) €)1, 0] et X' = g(z’) €]1, 0.
flgx)) =z <2’ = f(g(z")) et f est décroissante sur |1, ], donc

g(x) > g(«')

‘ g est décroissante sur [yo, +00[. ‘

— On a X = h(z) € [z, +oo] et X' = h(z') € [zg, +o0[.
f(h(x)) =a <’ = f(h(a')) et f est croissante sur [zg, +oo[, donc

h(z) < h(z')

‘ h est croissante sur [yg, +00]. ‘

5. — Soit a = e, alors Inln(a) = Inln(e®) = In(e) = 1.
Pour x >aet x >y :

eln T T T

f(lnz) =

= f(h(x))

In(ln z) B In(lnz) S Tnlna

Puis par croissance de f : h(z) > Inz. (quand x — 400, nécessairement, x > a et > yp).

lim h(x) = 4+oo (divergence par minoration)
T—+00

— Pour z > €2, /T > e, donc = > /ze.
N
Et e!/VZ > 9 = 1, donc e’V s el = e

1V
e’ N
feve) = In(el/v7) =Vre® T <Vze<z= f(g(x))
Puis par décroissance de f sur |1, z] : e/V* > g(z) et on sait que g(x) > 1.
(comme ﬁ — 0 en 400, nécessairement, au voisinage de 400 : el/VE < Zo)-

lim g(z) =1 (convergence par encadrement)
xr——+00




