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Devoir surveillé n°6

CORRECTION

Exercice

On considére un polynéme P € C[X] tel que pour tout z € Zp, —z ¢ Zp.

d
1. Supposons que P = Z apX®.
k=0
On a alors
P= Z ar X" + Z ar X" = Z asp X2 + Z agp41 X2
k<d,k=0[2] k<d,k=1[2] h<d/2 h<(d—1)/2
e e

L5 L5
Notons R = Z(LQhXh et S = Z athXh.
h=0 h=0
L) )
Ona R(X?) 4+ XS(X?) = amX*"+X Y a1 X*" =P(X).
Reste & montrer que R et S sc?ntopremiers entreh elolx.
Soit X — « un irréductible de C[X] qui divise R et S. Alors R(a) =0 = S(a)  Si«a #0,
o admet deux racines carrées : z = \/|aexp (% arg(a)) et —z.
On a alors P(z) = R(2?%) + 25(2%) = R(a) + 25(a) = 0 et P(—2z) = R((—2)?) —
28((=2)?) = R(a) — 25(a) = 0.
Ceci est impossible d’apres les hypotheses sur P. Donc o = 0.
On a alors a = 0. Et donc P(0) = P(a) = R(a®) + aS(a?) = R(0) + 05(0) = 0.
Ainsi 0 st racine de P. Impossible, car —0 = 0 est aussi racine de P.
Finalement, R et S n’ont aucun diviseur commun ; ils sont premiers entre eux.

Il existe R, S € C[X], premiers entre eux tels que P = R(X?) + XS(X?). ‘

2. Comme RA S =1, d’aprés le théoréme de (Bachet-)Bézout : 3 U,V tels que UR+ VS = 1.
En prenant A= —-U et V =—-8

‘Il existe A, B € C[X] tels que AR+ BS = 71‘

3. On considere alors Q = B(X?) + X A(X?).

PxQ =[R(X?)+XS(X2)] x [B(X?) + XA(X?)]
= X[A(X?)R(X?) + B(X2)S(X2)] + [R(X?)B(X?) + X2A(X?)S(X?)]

Puis, comme AR + BS = —1, en composant avec X2 : A(X?)R(X?) + B(X?)S(X?) = -1
également.
Donc, en notant H = RB+ XAS, P x Q = —X + H(X?).

| existe H & C[X] tel que P divise H(X?) — X.|

4. Pour P = X3+ X — 1, on trouve en suivant les calculs précédents :
— R=-1let S=X+1 (eneffet : P=—1+ X(1+ X?))
— A=—-Xet B=—-1(eneffet : AR+ BS=(-X)(-)+(X+1)(-1)=X-X-1=-1)
— Hy=RB+XAS=(-1)(-1)+X(-X)(X+1)=1—-X*>-X3
On trouve alors normalement P|Hy(X?) — X.
On peut vérifier : Hyp(X?) - X =1-X - X* - X0 = (X3 + X — 1) (—X® - 1).
Q
0
Soit H tel que P|H(X?) — X, alors il existe @ tel que H(X?) — X = PQ.
Bt donc H(X?) — Hy(X2) = (H(X2) — X) — (—Ho(X?) = X) = P x (Q - Qo).



P admet trois racines distinctes : une réelle (P est strictement croissant car P’ = X? 4 1)
et deux racines conjuguées (et non opposés dans C), noté a, b et b.
On a alors H(a?) = Hp(a?) + P(a) x (Q(a) — Qo(a)) = Hp(a?),
et de méme H(b2) = Ho(b?) et H(D') = Ho(B).
Donc H — Hy admet a?, b2 et b’ comme racines : ( a2)(X - b)) (X — 52)\H — H.
En développant : X? —7(a + b? —I—BQ)X + (a®b? + a?b’ +b 2p° )X — (abb)?|H — Hy.
Or abb =1 donc (abb)®? =1,a+b+b=0, ab—|—ab+bb=
donc a? + b2 + 5 = (a+b+b)2 — 2(ab+ ab + bb) = —
et enfin a2b?+a?b +b% = (ab+a5+b5)2—2(a2b5+ab25+ab52) = 12—(a+b+b)(abb) =
1.
On obtient donc : X3 — (=2)X2+1X — 1= X3 +2X?+ X — 1 divise H — Hy.
Réciproquement, si il existe Q € C[X] tel que H = Hy + (X3 +2X%2 + X —1)Q,
Alors H(X?)— X = Hy(X?) — X + (X% +2X1+ X2 — 1)Q(X?)
=PxQo+(X?+X-1)x (X]+X+1)Q(X?)
=PxQo+Px(X3+X+1)Q(X?)

Donc P|H(X?) - X.

[{HeClX] | PIH(X?) - X} ={1-X - X* 4+ Qx (X* +2X> + X — 1);Q € C[X]}|

Probleme - Approximants de Padé par les fractions continues

Le but de ce probléme est d’étudier les approximants de PADE, dont on trouve la définition suivante
sur wikipedia :

Un approximant de PADE d’indice (p,q) de la fonction f désigne une fraction rationnelle B telle que

les degrés des polynoémes P et Q soient inférieurs ou égaux respectivement a p et q et que approx1me
f en 0 au moins a 'ordre p + q.

I. Forme normalisée et unicité de ’approximant de Padé.
1. Forme normalisée.

(a) Soit F € K(X), avec 0 qui n’est pas un podle de F.
Donc il existe C, D € K(X) tel que D(0) #0 et F = &

. A(0)
A = D = D .
Soit CAD,et A D(0) (D(0) #£0)
a0 D C
Comme A|D et A|C, il existe B = )\Z et A= )\Z.
OnaalorsAxD:)\DXC =B xC, doncF:%
D
et B(0) = )\Aggi =1 (comme X ne divise pas D, il ne divise pas A et donc A(0) # 0).

Ceci assure l'existence du couple recherché.
Concernant 1'unicité. Supposons que F' = % = 4 avec les mémes conditions.
Donc A x B= A x B, donc B|AB et comme AA B =1, B|B.
Par symétrie, on a également B |B, et donc B et B sont associées.
Il existe donc p € K tel que B = uB et comme 1 = [B]o = B(0) = uB(0) = u[Blo = .
onap=1etdonc B=Bet A=A (car Ax B=Ax B=Ax B).

o

V F € K(X), avec 0 qui n’est pas un pole de F,
31(A, B) € K[X] x (K[X]\ {0}) tel que F =4, ANB=1et [B]p=1

On dit que % est le représentant normalisé de F'.

(b) Le dénominateur D = X2 + 2X? + X + 2 ne s’annule pas en 0 (D(0) = 2).

Donc 0 n’est pas pole de F‘




Et comme X% +2X%2+1=(X2+1)? et X3 +2X?+ X +2=(X?+1)(X +2),
XY 4+2X2+1AX?P+2X2+2=X2+1.

X241 1x2, 1
La forme normalisée de F' = + est 2 +3 .
X +2

2. Approximant de cos a ordre 6.
(a) Il s’agit d’un calcul, classique maintenant. . .

b 2
% = (a+ bz + cx?)(1 — (do + ex?) + (dx + ex?)? — (dz + ex?)3 + (dx + ex?)?
r+ex? a—
—(dx + ex?)® + (dx + ex?)® + o(z9))
= (a+ bz +cx?)(1 —dx + (d* — e)z? + (—d® + 2de)x3 + (d* — 3d%e + €?)x?
N
+(—=d® + 4d3e — 3de?)x® + (d° — bd*e + 6d2%e? — €3)xb + o(2))

x

2
% oot (b—ad)z + (c — bd + a(d® — e))x? + (—cd + b(d* — €) + a(—d?® + 2de))x?

+(c(d? — €) + b(—d® + 2de) + a(d* — 3d%e + €?))a*

+(c(—d? + 2de) + b(d* — 3d%e + €2) + a(—d® + 4de — 3de?)) x5+

+(c(d* — 3d%e + €%) + b(—d® + 4d3e — 3de?) + a(d® — 5d*e + 6d%e? — €%))ab + o(29))

(b) On sait que cos(x) o 1—4a% + a* — =520 + 0(2%). Le développement limité est unique.
On peut donc identifier, cela conduit nécessairement a :
1 1
a=1, b—ad=0=b=d, (c—bd—i—a(dQ—e)):—i:c—e:—i

—cd+b(d* —e) +a(—d® +2de) = 0= (—c+e)d=0=d(=b) =0

Donc
1. c(d*—e)+b(—d>+3de)+a(d*—3d%e+e?) = —cete? = e(e—c) = 1e =e= 1 c= e—1 -2
24 2 12’ 2 12

On trouve alors que le coefficient devant 2® et 2% sont respectivement :
c(—d® + 2de) + b(d* — 3d%e + €?) + a(—d® + 4d*e + 3de?) = 0

s_ —o-1 -1

d4_ 2 2 b(— 5 4d3 2 dG_ 4 d2 2_ .3y 2_ — —
c(d*=3d°e+e*)+b(—d’>+4d’e+3de”)+a(d° —5d e+6d°e” —e”) = ce” —e <13~ 788

On trouve donc comme meilleure solution :

5 .2

— 127t 6
-2 0@
1—1—%332 (%)

cos(x)

Il n’existe pas nécessairement des approximants de Padé & tout ordre. (Pour en trouver : cf. I11.)
Nous pouvons néanmoins montrer qu’il ne peut, au plus, en exister qu’un seul, sous forme normalisée.
P P.
3. Supposons que Q—l et Q—z approche f en 0 a l'ordre p 4 g avec deg Py, deg P> < p, et deg 1,
1 2

deg Q2 < q.
On a donc

i_&: i_ _& = p+q Ptay — pt+q
Q1 Q2 (Ql f>+<f Q2> x_}()o(x ) + o(aPT9) = o(aP™9)

Notons R = P1Q2 — P,@1, c’est un polynome de degré d inférieur a p + q.

d
Supposons que R # 0 et notons m = min{k | [R]x # 0}, i.e. R = [R], X™ + Z [Rlp X"

k=m+1
Donc R(x) ~ [R]ma™ avec 0 < m < p+q.
z—
De méme, il existe k < 2¢ et ay # 0 tel que Q1 (z)Q2(x) ~ apz®.
—
n P R (Rlm .
Orona — — — = ) ~ EUmom—ky
Q1 Q2 Qle( )% a )

Et 2™ % = o(2P*9) = p+qg<m —k = p+q < m < p+ q. Contradiction.

P, P.
Donc R =0 et — = —2.
Q1 Qo

Or on a vu qu’il n’y a une unique écriture normalisée pour chaque fraction rationnelle.

Il existe au plus un seul approximant de PADE & tout ordre pour f ‘




II. Division suivant les puissances croissantes

1. Existence et unicité de la division selon les puissances croissantes.
Il s’agit de montrer que :
Pour tout A, B € K[X] avec B(0) # 0 et tout n € N,
il existe un unique couple (Q,, R,) € K[X]? tel que A = BQ,, + X" R, avec deg@,, < n
On fixe n € N et A, B € K[X]. On note r = deg A et m = deg B
(a) Unicité.
On suppose que BQ,, + X"T'R,, =0, avec B(0) # 0 et deg@,, < n
Comme B(0) # 0, alors X ne divise par B, mais X est irréductible, donc X A B = 1.
Puis X" 1| — BQ,,, donc d’aprés le lemme de Gauss : X" Q,,.
Mais deg Q,, < n + 1 = deg(X"™*1), donc la seule possibilité est que Q,, = 0.
Et ainsi, X"*'R,, =0, donc R,, = 0.

| Donc @, = Ry = 0. |

Supposons maintenant que A = BQ,, + X" "R, = BQ, + X"T'R,,. )
Par soustraction : B(Qn —Qn)+ X"t (R, —R,,) = 0 avec B(0) # 0 et deg(Q, —Qn) < n
On retrouve exactement les conditions précédentes : Q,, — Q,L =0=R,—R,.

‘ L’algorithme de la division selon les puissances croissantes donne (au plus) un seul résultat. ‘

(b) Existence. On note B = X™B(+).

On peut supposer que B = Z b X", on a donc
k=0

m m m

B= XmZbk bemk > b X"
h=0

| B € K[X] et deg B =m. |

T
(c) On suppose également que A = Z apX". Donc

k=0
n+m xr-n-m T
A _ ynt+m n+m—k _ n+m— k: n+m—~k
A =X g aka g apX g arX X’ — g apX
k=0 k=0 k=n+m+1
n+m r
1
= h r—k
= E Ontm—hX “I‘W E arX
h=0 k=n+m-+1
A, Ay

fl:zﬁil—&—%oﬁdeg(ﬁ) n—l—metdeg( ) <r—n—m-—1.

Evidemment, A est le polynéme nul si r < n+m+ 1.

(d) deg R < deg B, donc deg(R) < deg(QB)
Ainsi deg(A;) = deg(QB) = deg Q + deg B.

Alors deg Q = deg(A;) — deg(B) < n+m —m = n.

(e) On a donc :

1 ~ ~ Xn+m _ o ~ Xn+m ~
n+m _ _ —
X A(Y)fA—Aqu < =B+ R+ < As
Et donc en remplagant B et Q :
1 1 1 Xxntm o
XntmA X"Q, X™B xm = A
()= Qz( ) () + X" Ba(5) + —5— 42

En simplifiant par X?*t™ (i.e factorisant) et en composant & I'intérieur par % :

AX) = Qu(X)BIX) + X" Ra(X) + X" A(5)



Notons que deg R,, < deg B = m, donc R,, est bien un polynome.

d
Et sid:deg/ig, onsait qued<r—n—m-—1et A, :Zaka,
k=0

d r
Donc XTAQ(%) = ZakXT_k = Z ar_p X"
k=0 h=r—d
Et donc X" A, () se factorise par X"~
Maisr—d>2r—(r—n—m—1)=n+m+ 1. Donc XTAQ(%) se factorise par X".

‘ La division selon les puissances croissantes existe bien. ‘

2. Mise en pratique.

(a)

7 48X +10X7  +4X? |1 42X 4+3X% 42Xx% 4+x¢
—6X -11X? —-10X* —7X* 76X +X7 +6X°
X?  48X%  45X' 4+6X°
6X° 2Xt 44X5 X6
-10X* —14X° —13X% —6X7

1 —aX? 1 —bx?
T +b—a)X? Fbb—a)X* +02(b—a)X"

b3(b—a)X®

Onaalorsavecb—a= S et b(b—a) =5 b= 7t a= 3.

On retrouve (1 — Za?) = (1+ $2?)(1 — 322 + 52 — £a0) + ga®.

3. Exploitations.

(a) On applique I’algorithme précédent, on sait que 2cos? — 1 = cos®f — sin? § = cos(26).
Et plus généralement : 2 coskf x cosf = cos((k + 1)0) + cos(k — 1) :

1 —-X? ‘1 —2X cosf +X2
2X cosf —2X? 1 +2Xcosf +2cos(20)X? +2cos(30)X°
2cos(20) X% —2X3cosf
2c0830X®  —2cos(20)X*
2cos(40)X*  —2cos(30)X°

car —2cos X3 + 4X3 cos cos(20) = —2cos X3 + 2X3(cos(36) + cos ) = 2cos 30 X3
et plus généralement, pour tout k :

—2cos kOX 244 X%+2 cos 0 cos((k+1)0) = —2cos kO X 112X L (cos((k+2)6)+cos k) = 2 cos(k+2)0 X +2

On trouve donc, pour tout n > 1 :

1-X2=(1-2Xcosf+ X?)(1+2 Zcos(kQ)Xk) + 2(cos((n + 1)0) X" — cos(nh) X" 1?)
k=1

Et en particulier en X = 1 et 6 # O[n] i.e. cos?6 # 1 :

0=2(1—cos?) (1 +2 Zcos k9> + 2(cos(n + 1)0 — cosnb)
k=1

Donc

cosnb — cos(n + 1)
1—cos@

1—|—2Zcosk9 =
k=1




(b) Soit P =1+42X +3X?+3X3+2X*+ X° et Q = X°. P(0) =1, donc X ne divise par P :

PAX =1etdonc PAX?=1.

On va diviser 1 par P, a 'ordre 5

1
—2X —3X2 -—3X3 —2X* -—X°
X2 +3X3  44X* 4+3X5 42X6
X3 4x4 —XT7
-X* —-3Xx° -—3x6 —3X7 —X8
—-X° +X38

On trouve donc

+X°

|1 +2X +3X7 +3X% 42X* 4+X°

1 —2X +X°? X3 -X1

I=1-2X+X2+ X3 - XHP+ (-1+ X3+ XHQ

Bien adaptée, lorsqu’on connait un DL de f a l'ordre p + ¢, par l'algorithme de la division
suivant les puissances croissantes, on peut trouver un candidat (P, Q) pour étre un approximant

de PADE de f.

III. Fractions continues polynomiales

1. Groupe des homographies. On note G = {Has p.c.p | A,B,C,D € L,AD — BC # 0}.
(a) I suffit de faire le calcul. Soient (A4, B,C, D), (A’, B’,C',D') € L* tel que (C, D),

AY + B’
cC'Y + D’

+B  (aA' 4 BC')Y + (AB' + BD')

Hap,o,poHa o pr = AY + B -
4+ D
cC'Yy + D *

(CA"+ DC")Y + (CB' + DD')

HypopoHa p.c.pr=Haa+Bc , AB'+BD',CA'+DC!,CB'+DD’

Apres calculs

A"D" — B"C" = (AD — BC)(A'D' — B'C') # 0

car nous sommes dans un corps (donc anneau intégre). Puis

(C// D//) —

Par contraposée, nécessairement : (C”, D) # (0, 0).

(070) = A//D// _ B//cl/ — 0

\Ainsi (C",D") # (0,0) et A”D" — B"C" # 0.

O Remarques !

<& On notera que ce sont les mémes formules que pour le produit matriciel

e On a vu la stabilité.

e L’application o n’est pas commutatif, mais bien associatif (comme pour les fractions ra-

tionnelles, comme pour les polynomes).

o Il reste & trouver I’élément neutre : Hy g1 = T est neutre (on a bien AD — BC' =1 #0).

e Et enfin 'inversion :

Comme, il s’agit d’une application comparable a celle du produit matriciel : I'inverse de

Hypcpest Hp_p_c,a:

Hy pcpoHp,—B—c,A=Hap-Bc,—AB+BA,cD-DC,—CB+DA = Hap_BC0,0,4D-BCc = Hi1,0,0,1

car L est un corps commutatif.

‘ (G, 0) est un groupe. ‘

On suppose maintenant que L = K(X).

On considere deux suites. La premiere (ay)ren est une suite d’entiers naturels et la seconde (M) gen

est une suite de fractions rationnelles (M}, € K(

X)).



2. Décomposition de la fraction continue.

(a) On démontre le résultat par récurrence. Pour tout n € N, P, : <3 A,,B,,C,,D,, €
X
K(X), tel que Mo + X = Ha, B,,0,.0,(T) >

M, + <7

M2-|—

X%n—1

-+ AT
— Py est vraie avec Ag = 1, By = My, C’o =0et Dy =1.
xeo  MoT + MoM; + X

— P71 est vraie, car My + est vraie avec Ag = My, By =

My+T T+ M,
MOM1 +Xa07 Oo =1let DO = Ml.
Xan
— Soit n € N. Supposons que P, est vraie. Alors en prenant 7" = ————— = Hq xan 1,M, 1+
Mn+1 +T ' ’
X0 X%
Mo+ ~ar = Mo+ ~ar = Ha, 5,.0,.0,(T")
M1 + Xaz Ml + X a2
M, + M, + _
. X% —1 X%n—1
R T Tt MaT

Donc par stabilité par produit, on trouve P, 41 vraie avec
HA,i1,Boi1,Coss Doy = Ha, B,,00.0, © Hoxan 1,0,

Xao
VneN,d An,Bn,On,Dn EK(X), tel que My + Xai :HAn7Bn;Cn;Dn(T)

M, + <7

M2+
X%n—1
AT

On prendra pour Ha, B,.cy,0,(T) = Mo+ T, puis Ha, p,.c,.p,(T) = My + ]\/)[(TT’

(b) On aurait pu exploiter la relation de récurrence trouvée précédemment :

O Remarques !
% En effet : Ans1 = 0An + 1By = By, Bny1 = X Ap + Myp+1By.
et C71,+1 =0C, +1D, = Dny Dn+1 = X%(Cy + ]\/[rz+1Dn

mais au cas ou le lecteur n’ait pas réussit la question précédente, voici une autre stratégie.
En substituant 0 a T :

By, X%
Ha, B,.c..0,(0) = 5= = Mo + ~a
n Ml -+ Xz
My + —r
.. X%n—1
T T
Ce résultat est vraie pour tout n € N.
Et en substituant ¢ a T, puis t — 400 :
A, Xao B,_
lim Ha, p,.c,.p,(t) == =M+ < = L
t——+o00 On M, + Dn—l
1 Xa2
M +
4+ Mp_1+40
atT:
1
Ap X% + My11Bn X0m X0 B
=Ha, B, c..0.(77—7) = Mo+ I =
Cn X% + My 41Dy, B P (Mn+1 + T) ’ M, + X Dyia
1 X 2
M +
. Xan
Mn+1

Bn+1 o AnXan + Mn+an

A,
D,1 C, Dpi1 CoX9n 4+ P, 1D,




O Remarques !
On a alors une sorte de relation d’ordre 2 entre Byp41, By et Bn—1 (i.e Ap a un coefficient prés.
Comme on ne connait pas ce coefficient, on part maintenant dans l’autre sens, donc les questions

survntes.

3. Réciproquement.

Xao P, 1t+ P,
(a) Posons, pour tout n € N, Q,, : <« My + - = 1t ~
M + X Qn—lt + Qn
1 Yaz
M, +
X% —1
SR T

It+My P_it+D
0t+1  Q_it+ Qo
X Mot + (MoM; + X%1  Pot+ Py

M+t 1t + My C Qot+ Q1
— Soit n € N. Supposons que Q,, est vraie.

— My+t= Donc Qg est vraie.

— Non nécessaire : Mg+ Donc Q; est vraie.

Mo+ X@o P,_ lM 1+t + P, Pnt+(Mn+1Pn+Xa"Pn_1)
0 = =
Xal Qn
‘]\4'1 + Xaz anl Mn+1+7t + Qn Qnt + (MnJrlQn + X C2n71)
My +
.. X%n—1
-t Mo+ 57

Donc 9,41 est vraie.

X@o P,_1t+ P,
VneNteK M+ < =3 1tiQ
M1+ < n—1 n
M2+
X%n—1
-+ M, +t

(b) Soit pour tout n € N, U,, = P, 11Qn — PrQpy1. Alors

Unt1 = Poy2Qni1 — Pry1Qnq2
= n+2Pn+1Qn+1 + Xa""'lann—&-l - P7L+1M7L+2Qn+1 + Pn+1Xa"+1Qn
= — X n+1 Un
Ainsi
U n n N
n.o__ ag) __ n+ly> o _ga
U_l_H HXk_ (=1)" X Xk=o o
k=0 k=0
Puis comme U_; = PyQ_; — P_1Qo = —1, on trouve U,, = (—1)" X 2k=0 %,
Et donc
Montrer que pour tout n € N,
Pypyv Po U, (m1)"Xxiow

Qn+1 - @ B Q?LQn—H QnQn—H

4. On associe alors a f (et donc & (M,,) et (ay)), les suites P, et Q,, définies précédemment.

(a) Soit t € D.
Maintenant, ce qui est plus compliqué, les deux indéterminés sont substitués : t a X et g(t)
a T. On trouve P,y; comme polynéme en ¢ (plus exactement fonction polynomiale) avec
relation de récurrence :
Pn+1(t) = Mn+1pn(t) + ta"Pn_l(t)

Qn—&-l(ﬂ = Mn+1Qn(t) + ta”Qn—l(t)

On a donc @p+1(0) = M, 4+1Q,(0) et donc (comme précédemment) @, (0) = Q(0) H M;
i=1
Et donc

n 2
Qn(O)Qn—H(O) = Mn+1 <H Mz)

(b) A FINIR!!



