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Devoir surveillé n°8

CORRECTION

Exercice - Vecteur type d’une permutation

1. La décomposition en produit de cycles donne

o1 =(14610857)(293) oy = (1138123910)(24 11 5)(6)(7)

\Donc A(o1) = (0,0,1,0,0,0,1,0,0,0) et A(os) = (2,0,0,1,0,0,1,0,0,0,0,0,0). \

2. On a simplement

n
Z Ai(0) est le nombre de cycles dans la permutation o (y compris points fixes).
i=1

iXi(o) est le nombre d’éléments d’un i-cycle, multiplié par le nombre de i-cycles de o.
Donc il s’agit aussi du nombre d’éléments de N,, dans un i-cycle.

n
Donc Z i\ (o) est le nombre d’élément qui se trouve dans un i-cycle pour i < n.
i=1

Par ailleurs tout élément de N,, se trouve dans un et un seul i-cycle.

> idi(o) =n
i=1

3. Siog=c ocy - 0ck, avec une décomposition de o en produit de k cycles a supports disjoint
e(o) = (—1)22;1(&_1) ou ¢; = card(c;).
Donc seuls les cycles de cardinaux pairs (¢; — 1 impair) influencent la valeur de ¢(o).
En les rangeants selon leur taille, on trouve

(o) = [J(=1

2[i

Mais on sait aussi que €(o) = (fl)ZLl([ﬁl) = (—1)""% ol k est le nombre de cycles distincts
(en tenant compte des points fixes).

n
Or k= Z Ai(o) d’apres la question précédente. D’olt une seconde formule :
i=1

n—3> Ai(o)
=1

e(o) = (1)

4. Nous cherchons le nombre de permutation o de &,, de vecteur-type (A1, A2, ... \p).
Nous allons appliquer le principe de décomposition pour dénombrer cet ensemble.
Pour décrire une telle permutation, on peut commencer par
— Mettre les éléments de N,, dans A\; paquets de taille 1, Ao paquets de taille 2...)\,, paquets
de taille n.
Pour disposer ces éléments, il y a n! possibilités. On note L, I’ensemble de ces distributions.
Donc card(L) = nl.
— MAIS, plusieurs de ces dispositions conduisent a la méme permutation o.
Il faut donc associer ensemble ces éléments. Il y a deux types d’association possibles :
— Pour 41,05 € L, on a f1 =1 {5 si on passe de ¢1 a f5 en permutant de maniere circulaire
les éléments d'un méme paquet.
Il y a ¢ permutation circulaire possibles pour chaque paquets de taille i. Et il y a A;(0)
n

paquets de taille i. Il a donc H iN permutations possibles.

i=1
n

Toutes les classes d’équivalence ont la méme taille. Il s’agit donc de diviser par H N
i=1

/1,5

/1

/2

/1,5

Au choix



— Pour ¢1,¢5 € L, on a {1 =5 {5 si on passe de {1 a {5 en permutant les \; paquets de méme
longueurs (7).
Il y a A\;! permutation circulaire possibles pour chaque groupe de paquets de taille i.
n

Toutes les classes d’équivalence ont la méme taille. Il s’agit donc de diviser par H Al
i=1
On trouve donc la formule de CAUCHY

n!
[T (D)

5. Si o est une permutation d’ordre n, alors elle est composée de cycles ¢; d’ordre k avec k|n.
Or ici n = 3 est un nombre premiers donc ¢; n’est composé que de 3-cycles et de points fixes.
On a donc A(o) = (a,0,b,0,0,0...,0) € N© avec 3b + a = 10

ie. A(o) = (10 — 3b,0,b,0,0,0...,0) avec 1 < b < 3.
D’apres la formule de Cauchy (question précédente), on trouve

le nombre de permutation o de &,, de vecteur-type (A1, Ag,...A,) est

__wo w0 o
CO(A73Y(7ILY))  (1432(4121))  (1133(1!3Y))
10-6°8  10.9-8°7.6.5 10'9:8-7-6.5-4
= + + = 240 + 8400 + 22400 = 31 040
3 9.2 27
/3
‘Il v a 23 690 permutations de &1 d’ordre 3. ‘
Probléme - Réduction de sous-algebres de L(F) -
PC - Centrale 2019
A. Exemples de sous-algebres
1. Exemples de sous-algebres de M,,(K)
(a) On a la caractérisation M € T,,(K) <=V i > j, {[M]; = 0.
Respectivement : M € T,/ (K) <=V i > j, ‘[M]; = 0.
Or pour tout i, j € N,,, Papplication ¢; ; : M +* [M]; est une forme linéaire.
Donc T,,(K) = ﬂ Ker ¢; ; resp. T,F (K) = n Ker ¢; ; est un Kev (intersection).
i>j (>
C’est par ailleurs une sous-algebre :
Si M,N € T,,(K), et i >j:
) n_ i—1 ) n_
¢ij(MN) =" [MN]; =Y [M]FIN]; =) [MFIN] + ) (M, *[N); =0
k=1 e k=i —~
=0 =0k>=i>j
Si M, N € T,; (K), en plus du cas précédent, on a pour i = j :
n i—1
$ii(MN) =" [MN]; = > *[M]F[N]; =Y [M]"[N]; + {[M];*[N]; = 0
k=1 ki
Donc MN € T, (K), resp. MN € T, (K). /2
‘TH(K) et 7.7 (K) sont des sous-algebres de M, (K). ‘
. . a b , a v
(b) Considérons les matrices A = P A= y o )€ Sa(K).
Alors . )
; ab’ + bc
AXA_(ba’+cb’ )
Il n’y a aucune raison qu’elle soit symétrique (exemple aveca =0=c etb=da' =c=V =1).
/
De méme considérons les matrices B = ( _Ob 8 > et B' = ( _Ob, % ) € A3(K).
Alors ,
Bx B = ( _Z?b : )
Il n’y a aucune raison qu’elle soit antisymétrique (exemple avec b =0 = 1). /1,5

Les sous-ensembles S5 (K) et A(K) ne sont pas des sous-algebres de My (K). ‘




()

On suppose n > 3.
On peut exploiter un raisonnement par blocs.
Notons (par blocs) Ay = ( A0 ) Al = ( AT 0 ) € S, (K)
0 0n—2 Pt 0 071,—2 " '
/
Alors Ay x A — ( Aar 0 ) ¢ S, (K).
0 0n—2

!
Notons (par blocs) By = ( g 0 0 ), B = ( B 0 ) € A, (K).
n—2
!/
Alors By x B = ( pE 0 > ¢ A, (K). /2
n—2

‘Les sous-ensembles S, (K) et A,,(K) ne sont pas des sous-algebres de M., (K). ‘

2. Exemples de sous-algebres de L(E).

(a)

Montrons d’abord qu’il s’agit d’un sous-espace vectoriel.
¢ Oz(p) € Ap car pour tout = € F, 0(z) =0 € F.
e. Soient Uy, Uz € .AF et )\1,/\2 cK.
VaoeF, (AMup+ Au)(x) = A up(z) A us(z) € F, car F sev de E.
—— ——
er EF
Montrons la stabilité multiplicative (composition).
e. Soient ui,us € Ap,
VaxeF, (ugoug)(z) =ui(uz(z)) € F car ug puis ug € Ap. /1
——

(S

‘AF est une sous-algebre de L(E). ‘

E est de dimension finie, F' C F également.
Considérons B; une base de F' et complétons la en une base B de E.
Pour des raisons de dimensions (dim F = n, dim F' = p), on peut supposer

B = (61,62, s €y Cpily Ept2, - en)
| —
basede F'
On a les équivalences :
u€Arp <=V k<pule) € F=vect(ey,...ex) /2
3 U; € My(R),Us € My, »(R),Us € My, _,(R) telles que Mp(u) = ( %1 gz )

<= Mp(u) € vect (Ei,j)(i,j)eNguNnx[[p+1,n]]

Or la famille (E; ;) j)ea est libre (pour tout A € N2).
Donc Af est en bijection avec un espace vectoriel vect (EiJ)(i J)ENZUN, x [p+1,n] QUi Possede /1
— 9. P n )

une base de p? +n x (n — (p+1) + 1) = p* + n? — np éléments.
On en déduit

‘dimAF :nQ—pn+p2.‘

Ici, n est fixé et c’est p la variable. Donc on écrit en fonction de p. On a :

n\2 3
fn(p):n2fpn+p2:< *5) +1”2

Ce nombre est maximal lorsque |p — | est maximal donc p le plus distant de % ie p = 1 ou
p=n-—1.
Or f,(1)=n? -n+1let fy(n—1)=n>-n?>-n+n?>-2n+1=n?—-n+ 1. /2

2 2 2
_ —n2_ 1
1§r;1§a;(_1(n pn+p°)=n°—n+

3. Exemples de sous-algebre de My (K) diagonalisable

(a)

0 € I'(K) donc I'(K) est non vide.

. a —b a =V
SowntAz(b a )etA’z(b, o )eF(K).

X+ Ad —(Ab+ N
! li !
Pour tout A, N € K, NMA+ N A’ = < Mo+ N Na 4 Nd! e I'(K).
aa’ — by —(ab’ + ba’
Et Ax A = ( b Em, o ) > € I(K) /1,5

‘Donc I'(K) est une sous-algebre de Ms(K). ‘




_ { —1 NCs2 o 0 —1
(b) OnnoteP—(1 1 )(ouz = l)etM—(1 0 )

/1
1/ - 1
-1 _
Fr=3 ( i1 )
Puis /1
1 -7 1 -1 -1 i 0
1 _+ —
F Mp_z( i 1)< i z> (0 z)
(c) Soit A € T(C). Alors il existe a,b € C tel que A = aly +bM (M de la question précédente).
Alors, par linéarité du calcul :
P YAP = P~ Yaly + bM)P = a(P~'I,P) + b(P~'MP) = ( @ *0 i . E i )
P est indépendant de A (méme matrice P pour toutes les matrices de T'(C). /1,5
‘F((C) est une sous-algebre diagonalisable de M5 (C). ‘
B. Une sous-algébre commutative de M, (R)
1. Calcul des puissances de .J
. 2\ _ €42 sij<n—
(a) On note que J = J(0,1,0,---0) et comme ¢*(e;) = { e;va-n  siton , alors /1,5
]J: J(0,1,...0) = J(ez) et J* = J(0,0,1,...0) = J(e3) ou J* =I5 (si n = 2).
(b) Notons pour tout k € N,,_1, Py : < J¥ = J(epy1) >.
— P1 (et Pa) est vraie.
— Soit k < n — 2. Supposons que P}, est vraie.
Puisque J* = J(ej11), on a pour tout 7 € Ny, ¢*(e,) = €jr[n) (addition modulo n).
Donc SOkH(@r) = @(@k(er)) = Ck+tr+1n]-
Done J* = Mat(e,,...e,) (") = J(exsaim)
Puis J» = J x J"t = J x J(e,) = I, /2
VEke[2,n—1],J"=J(ers J'=1,
On trouve en particulier J" = I,,, donc T'(J) = J® — I, = 0. /1
‘T = X" — 1 est annulateur de J.
(¢) Par addition linéaire : /1,5
n—1 n—1
J(ag,...,apn_1) = Z apJ(ex+1) = Z e L
k=0 k=0
2. Une base de A
(a) D’apres la question précédente, si j € A, j € vect(JO, JL,...J" 1),
Et réciproquement, comme J* € A, on peut affirmer que A = vect(J°, J!, ... J"71).
Ainsi (I,,J,J%,...,J% 1) est une famille génératrice de A.
n—1
Par ailleurs si 0 = Z Me® =T (N0 A1y Ant1),
k=0
on peut identifier les coefficients matriciel. Ainsi, pour k € [0,n — 1], Ay = 0.
Donc (I, J,J?,...,J" 1) est une famille libre (de A). /1,5

‘ (I, J,J?,...,J"% 1) est une base de A. ‘




(b) Soit M € M, (R). Comme J € A,
si M commute avec tout élément de A, il commute avec J.
Réciproquement, supposons que J x M = M x J
Par récurrence (k> 0) : JF x M = J x JF"IM = J x MJF1 = M x JJF1 = M x J*.

n—1 n—1 n—1 n—1
Puis par distributivité : M x Y apJ* = > axMJ* =Y apJ*M =" apJ* x M.
k=0 k=0 k=0 k=0
Enfin comme (J*) est une famille génératrice de A, M commute avec tout élément de A. /2

‘ M commute avec J si et seulement si M commute avec tout élément de A. ‘

n—1 n—1
(c) Soit A, B € A, il existe (ag,...an-1),(bo,...bp-1) ER" tq A= arJ* et B=Y by
k=0 k=0
n—1 n—1
On note Py = Zaka et Pp = Zkak, donc A = P4(J) et B = Pgp(J)
k=0 k=0

Ax B= PA(J) X PB(J) = (PA X PB)(J)

Par ailleurs, on sait que J" = I,, = J° Notons T = X" — 1, on a donc T'(J) = 0.
Donc en notant R, le reste de la division euclidienne de P4 x Pg par T,
on a PPy = P4Pg = QT + R et donc (PaPg)(J) =Q(J)T(J)+ R(J) = R(J).
Or deg R < detT = n, donc A x B = R(J) € A. Ainsi A est une sous-algebre.
Mais on a mieux : comme B x A = (PpP4)(J) = R(J) = B x A, elle est commutative. /2+1

‘A est une sous-algebre commutative de M, (R). ‘

3. Diagonalisation de J. On rappelle que T'= X" — 1 est annulateur de J et de .
On va démontrer que ¢ (et J) est diagonalisable sur M,,(C), par analyse-synthese.
/

(a) On suppose qu’il existe une base B’ = (ej,...e),) € C™ tel que Mp/(p) est la matrice
diagonale diag(A,...\p).
Nécessairement cela signifie (k-iéme colonne) : /1

oley) = Akey

(b) On alors par récurrence (sur h), Qp, : < "(e}) = Aej, ».
— Pour h=0: ¢(e},) =id(e},) = A%}.. Donc Qq est vraie.
— Soit h € N et supposons que Qj, est vraie.
e"L(e)) = p(Arel) = Alp(e),) = Ahtlel.
Donc Qp41 est vraie. /2
En particulier pour h = n :

¢ = id(eh) = 9" (c}) = \"e}

Mais la famille B’ est une base, donc elle est libre donc nécessairement : e}, # 0. /1,5

‘Pour tout k € Ny, A} = 1.‘

On note w = e*™/™ et U, = {w*, k € [0,n — 1].
La question précédente implique que les \, € U,.

(¢) Soit x = Z xpep € C™.

h=1

n n
r € Ker (p —whkid) <= ¢(z) = bz <= mep(eh) =Wk theh

h=1 h=1
n—1 n
<~ x,e1 + E Thepty1 = WP g Thepn
h=1 h=1
n—1
k k
— (z, —w"z1)e; + E (xp, —w"zpi1)epyr =0

h=1
= VheN, 1,2, =wre, et z, =k

= VheN,_1,zp41 = w kg, =wnk k

xp et x, = w'xq



car la famille (ej,es...ep) est libre.
Ce systeme se résout (de proche en proche - suite géométrique) :
V heN,, z, =wh DOk g
et on vérifie bien z,, = W V=F) gz, = ==k g = GE—ng = W,
Il y a donc une et une seule solution a I’équation et /2

Ker (¢ — wFid) = vect(1,w™",w=2F .. w=(=DF) est un espace vectoriel de dimension 1.

(d) Pour conclure, il faut voir si la famille (e}, ...¢},) ot ¢} = (1,w™*, w2k . w=("=DF) forme

une base de C™.
On rappelle que ¢(e},) = we}.

Montrons qu’il s’agit d’une famille libre. Soit Ay, ... A, tel que Z Aney, = 0.

h=1
On peut alors composer par ° :

0=¢"(0) = ¢ (Z Ah%) =D ng(en) = > An(wh)’el, (%)
h=1 h=1 h=1

Considérons le polynéme Ry = H (X —w™), on a pour tout h # k, Rp(w") = 0.

h#k
n—1
Il s’agit d’un polynéme de degré n — 1, supposons que Ry = Z rsX°.
Sommons alors les relations (*) précédentes avec les coefficients 78“;0
n—1 n—1 n n n—1 n
0= Z re X 0= Z s Z A (wh)se), = Z A <Z rs(wh)s> ey, = Z A (R (w™)) €},
5=0 s=0  h=1 h=1 5=0 h=1

Or pour tout h # k, Ri(w") = 0, on trouve donc
0= )\kRk(wk)e%

Or Ry, (wk) #0 et eﬁc est un vecteur non nul. Nécessairement A\, = 0.

Ceci est vrai pour tout k € N,,, donc (ef,...e],) est une famille libre.

Il s’agit d’une famille libre de n = dim C™ éléments de C", c’en est une base.

Il existe donc une base de C™ dans laquelle la matrice de ¢ est diagonale. /3

‘  est diagonalisable dans M, (C). ‘

4. Diagonalisation de A
(a) Nous avons démontré que A est-il une sous-algébre commutative de R, en exploitant aucune
autre propriété de R que celle d’étre un corps classique donc le résultat obtenu se généralise
a C. /1
’ Le sous-ensemble A est-il une sous-algebre de M, (C). ‘

(b) On sait que ¢ est diagonalisable donc il existe une base B’ telle que Matg (@) = D est
diagonale .
En notant P = P§ = Matp 5(id), on a

J = Mat&lg(g@) = Mat5/75(id)Mat5/7B/((p)MatB,Br(id) = PDP!

Donc en multipliant par P~! & gauche et P & droite : /3

il existe P = Pg/ tel que P~'JP = D est diagonale

(¢) Puis, par récurrence immédiate :
J*=JxJ*'=PDP'PD*'P=PD°P!

Or D* est diagonale (comme produit de matrices diagonales).

n—1
Puis plus généralement, pour tout A = Z apJ”
k=0
n—1 n—1
PT'AP =Y axP7'JFP =Y apDF
k=0 k=0
C’est une matrice diagonale, comme combinaison linéaire de matrices diagonales. /2

’ Pour toute matrice A € A, la matrice P~1 AP est diagonale. ‘

‘A est une sous-algebre de M,,(C) diagonalisable. ‘




C. Sous-algebres strictes de M,,(R) de dimension maximale

1. Un produit scalaire sur M, (R).

(a)

At € M, (R) et 0pq € AL car pour tout A € A, tr(0x x A) = tr(0) = 0.
Soient By, By € At et A\, Ay € R.
Pour tout matrice A € A, par linéarité de tr :

tI‘(AT X (AlBl + AQBQ)) = Altr(ATBl) + Agtr(ATBQ) =0

Donc A\iBy + Mo By € AJ‘.

‘ Donc At est un sous-espace vectoriel de M, (R). ‘

On note r sa dimension.

Soit A € AN At
Alors tr(AT A) = 0. Mais ce calcul donne

n n

:tr(ATA):zn: [ATAL) =) 1 f:f:
=1

=1 k=1 i=1 k=1

On trouve donc une somme de termes positifs, nulle ; ainsi tous ces termes sont nuls :

Vi k€N, F[A); =0 donc A = 0.

ANAT = {1} <= Ao A+

On a donc
dim (.A@AJ‘) =dimA + dimAt =d+r

Or A& At € M, (R), donc dim (A & A+) < dim M, (R) = n?.
d+r < n?

On considere (Af,... A])) une base de A et pour tout k € Ny, Uy, : B tr(A;CTB).
d
Comme A = vect(A],... 4), Ac A= 3 (a1,...aq4) € R tel que A=Y a; AL

=1
Be At —=VAcA tr(AtB)=0

= V(ay...aq) €RY 0=1tr(> A’J' Zal

1_1

d d
Si B e ﬂ Ker Wy, alors pour tout (aj ...aq) € RY, Zai\lli(B) =0, donc B € AL.
i=1 i
Réciproquement, si B € A*, alors, pour tout i € N,
puis en prenant a; =1 et a; =0 (j # 1), alors ¥;(B) = 0, donc B € Ker ¥;.

d
L= ﬂ Ker Uy,
=1

Or chaque application ¥y, est une forme linéaire de M,,(R), on a donc

d
dim (n Ker \I/k> >n?—d

i=1
Cela donne la nouvelle inégalité :

r>=n?—d

Par double inégalité : r + d = n2.
Et donc dim (A ® A*+) =r + d = n? = dim M,,(R), alors que A ® A+ C M, (R).

‘Donc M, (R)=A® At et d+r =n? (avecr;éO).‘

Jusqu’a la fin de cette partie III, on fixe une base (4y,...,4,) de A+.

/1

/2

/15

/2

/1.5

/1



(e) Soit N € A. On note N; = NT A;.
Pour toute matrice M € A, alors tr(MTN;) = tr(MTNTA;) = tr(NM)T A;).
Or A est une sous-algebre donc stable par produit, ainsi NM € A.
Puis 4; € AL. Donc tr(NM)T A;) = 0. /2

‘Ainsi pour toute matrice N € A et tout i € [1,7], on a NTA; € A+ ‘

(f) Soit M € M,,(R). Une inclusion est immédiate. Si M € A, alors comme A; € AL,
Pour tout i € [1,7], 0 = tr(MTA;) = tr(MT A;)T) = tr(ATM).
Réciproquement, soit M tel que pour tout i € [1,r], tr(A7 M) = 0.
Alors par linéarité de la trace et famille génératrice (Ag)k,
on a pour tout 4 € A+, tr(ATM)=01ie M€ (AJ‘)L.
Or on a (pour les mémes raisons que précédemment) : £ = AL @ (AJ‘)J' =At o A
Malheureusement, on ne peut pas identifier, mais on peut affirmer dim (AJ‘)L = dim A.
Et comme pour S € A,V A€ A+, 0=tr(STA) = tr((STA)T) = tr(ATS),
onas € (.Al)l.
Ainsi, A C (AJ‘)L. Pour des raisons de dimensions : A = (.AJ‘)L.
Finalement, M € A. /3

‘ M appartient & A si et seulement si, pour tout i € [1,7], tr(AT M) = 0. ‘

2. Conclusion.
Soit AT = {M7T|M € A}.
(a) Soit 0: A — AT, M — MT. (AM + NM') = \O(M) + NO(M).
Donc 6 est une application linéaire et A7 est un sous-espace vectoriel.
Puis, # o 6 = id, donc # est un isomorphisme d’espace vectoriel, donc dim(A) = dim(A7).
Par ailleurs si M, M' € A, M/ x M € A,
Donc M7T x M'T = (M'M)T € AT. /2

‘Ainsi AT est une sous-algebre de M,,(R) de méme dimension que A. ‘

(b) Soit MT € AT et ®p;r : X — MT X, canoniquement associé.
Soit i € NT7 @MT(A,LX) = MTA,LX
Or d’apres 1.(e), MTA; € At = vect(Aq,... A,).
Ainsi, il existe A\1,... A\ € R tels que MTA; = Z A Ag.
k=1
Donc @7 (4;X) = Z AeALX € F. /2
k=1

F est stable par les endomorphismes de M,, 1(R) canoniquement associés aux éléments de A7

(c) En partie A, question 2, on a vu que si Ap est ensemble des endomorphismes qui stabilisent
F, alors dim(Ar) =n? —pn +p?, ou p =dim F.
L’espace des endomorphismes associés canoniquement aux éléments de A7 stabilise F', donc
est un sous-espace vectoriel de Ap, donc sa dimension est inférieure & n2 —rn +1r2 (p = r
ici).
Enfin, Iapplication M € AT +— (X + M X) est un isomorphisme.
Donc la dimension de AT est égale a celle de I'espace des endomorphismes canoniquement
associés. /2
‘Ainsi d=dim(AT) <n?> —rn+7r2 <n? —n+ 1.

Cette derniére majoration ayant été démontrée en A.2.(c)



