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Devoir a la maison n°10
CORRECTION

Exercice
Soit n > 1 et p > 0 des entiers. On note F? I'ensemble des parties de N,, a p éléments ne contenant
aucune paire d’entiers consécutifs. On note K? le cardinal de F?.

1. Soit {a1,as,...a,} € FP, on suppose que ag < Q1.
Comme FP? ne Contlent aucune paire d’entiers consécutifs : Vk € N,_1, ap + 1 < agy1 ou
ar +2 < ag41-
On a donc (télescopage)
p—1 p—1
n—léap—a1:Z(ak+1—ak 22 p—1)=2p—2
k=1 k=1
Ainsi, nécessairement n + 1 < 2p.
La contraposée indique donc
Sip> 2t FP=0et Kk =0.
2. On applique le méme raisonnement qu’a la question précédente :
ber1 — bk =ar1+1—(k+1)—ar—14+k=aps1 —ap—1<2-1=1
Et par ailleurs : by =a; +1—-1=a; <letb,=ap,+1—-p<n+1-p
‘1<b1 <b2-~-<bp<n+1—p‘
3. On exploite fonction précédente, il s’agit de passer de {ar} & {by}.
Les éléments de F? comme ceux de G sont des ensembles de p éléments,
on peut naturellement les considérer comme des p-liste ordonnée. Soit ¥ : FP — G2,
(a1 <ag---<ap)— (a1 <ar—1<az—2,---<ap,+1-—p).
D’apres la question précédente, ¥ est bien a valeurs dans G%.
‘Et U est bijective, avec W1 (by < by, -+ < by) > (by,bo+1,bs+2,...b, +p— 1).\
4. On a donc, par exploitation de la bijection :
Npti1- 1-—
K? = Card(FP) = Card(G?) = Card( et p) = (n + p)
p p
(On vérifie que ce calcul aun sens car p<n+1—p<=p< + ).
5. Application : on a p =6 et n = 49.
44 44 x 43 x 42 x 41 x 40 x 39
Ilya ( 6 ) = XX dIx3 %<2 x1 = 7059 052 tirages au loto sans paire d’entiers consécutifs.
Probleme
Soient a,b, ¢ € R tel que a? + b? + ¢® = 1.
0 —c b a
On note 4 = c 0 —a |eMsB)etW=| b | € M31(R).
-b a 0 c

1. (a) Le calcul donne

1—c%—0b? ab ac a® ab ac
A%+ 15 = ab 1—c?—a? be =| ab b bc
ac be 1—a?—0? ac be 2

car a2 + b2+ 2 =1.



(b) D’apres le calcul précédent, on trouve A% + I3 = W x W Donc pour tout X € M3 ;(R) :
AX+X=(A+ L)X =WWHX =WW'X)= W' X)W

car WTX est un nombre (matrice de taille 1 x 1).

Pour tout X € Mj31(R), il existe a(= WTX) € R tel que A2X = aW — X.

x
(c) Soit X = | y
z
—cy + bz 0 —cy +bz =0
XeKerA < AX =0+ cx —az =1 0 | cx —az =0
—bx + ay 0 —bx +ay =0
cr —az =0| Ly + Ly cr —az =0
— —cy +4bz =0|L;+ Ly <= —cy +bz =0
—bxr +ay =0 st e70 acy —abz =0| L3 < cL3+bLy
cx —az =0 a
x = 2z
= —cy +bz =0 = { ¢
si c#0 0 —0| Ly« Ly +aly si c#0 Y oF
— X =2W
si ¢#0 ¢

Donc si ¢ # 0, Ker A = vect(W).
Et par ailleurs, si ¢ = 0 (On notera que a® + b + ¢ = 1, donc (a,b) # (0,0)) :

+bz =0 . = 0
XeKerd — —az =0 <:>{ B < FXeRtel que X = \W
br = ay sic=0
bz Hay =0

Donc dans tous les cas; puis avec le théoreme du rang :

Ker A =vectW et rg(4)= 2‘

2. Soit X € M3,(R).

(a) Soient A\, p,v € R tel que \W + uX + vAX = 0.
Comme W € Ker A, en multipliant par A :

0=Ax0= AW + pAX + vA’X = pAX + avW —vX

Et encore une fois :
0=pA?X —vAX = apW — uX — vAX

En additionnant la premiere et la troisieme somme, on a : (A + au)W = 0.
Et comme W # 0, nécessairement : A = —a.

On alors pour premiere somme, multiplié par v : —auvW + uvX +12AX =0
alors qu’en multipliant la seconde par y : auvW — uvX + p?AX = 0.
L’addition donne : (p? + v?)AX = 0.

e Si AX #0<«= X ¢ Ker A:
p?2+v2=0,donc p=v=0 (u,v €R)

Et donc A = —ap = 0.
Donc (W, X, AX) famille libre (de M3 1(R)). Comme dim M3 1 (R) = 3 = card(W, X, AX).
Alors (W, X, AX) est une base de M3 1(R).
e Si AX =0<«= X € Ker A, alors (W, X, AX) n’est pas libre (un vecteur nul).
Alors (W, X, AX) n’est pas une base de Ms;(R).
On a donc

‘ (W, X, AX) est une base de M3 1(R) si et seulement si X ¢ Ker A. ‘

(b) On suppose que X ¢ Ker A. On a donc en blocs : P = (W|X|AX)

| AP = (AW|AX|A*X) = (0J0W + 0X + 1AX|aW — X))




0 0 «
(¢) Soit T"=1 0 0 —1 |]. Alors (par blocs) :
0 1 O
0 0 o
PxT =(W|X|AX)| 0 0 —1 | = (0JAX|W — X) = AP
01 0
0 0 «
AvecT'=| 0 0 -1 |, AP=PxT.
01 0
00 0
3. On considere T’=| 0 0 -1
0 1 0

(a) Soit B = (z,y, z) une base de E.
A tout a € E (écrit en minuscule), on associe A (majuscule),
la matrice de ses coordonnées dans la base canonique.

Mp(u) =T <= u(z) = 0,u(y) = z,u(z) = -y

Donc z € Ker u, donc nécessairement x colinéaire a W.
Puis u?(y) = aw — y, donc a = 0 i.e. WT x Y = 0.
Réciproquement :
Supposons x € Ker u, i.e. z = Aw, y € {h | WT x H =0} et z = u(y),
alors (z,y,2) vérifie M, , .y(u) =T et (x,y, z) une base.

‘L’ensemble X des bases tel que Mp(u) =T est {(\w,y,u(y)) avec WTY = 0.} ‘

(b) On note 1, : y = WTY. Il s’agit d’une forme linéaire.

Son noyau est un hyperplan de R3, donc de dimension 2.

D’apres Pécriture de la matrice de u dans les bases B = (z,y, z) de X,
on az =u(y) et (y,z) € Ker 1.
Or (y, z) est libre et dim Ker v, = 2, il s’agit donc d’une base de Ker ,,,.

Donc si (z,y,2) et (2/,1/, 2') sont deux bases de R?, prises dans X :

— Tl existe A € R* tel que 2’ = Az (sinon 2’ = 0)

— Tl existe p, v tel que y' = py + vz et (u,v) # (0,0) < p? + v2 # 0 (sinon y' = 0).
et donc 2’ = u(y') = pu(y) + vu(z) = pz — vy car u(z) = u?(y) = —y.

A0 O
Ainsi nécessairement Pg/ =1 0 u —v
0 v u
Et réciproquement, si B est une base de X,
A0 0
Et si B est telleque P = [ 0 pu —v |, avec A #0 et (u,v) # (0,0)
0 v pu

Alors u(2’) = u(Ax) = Au(z) =0

u(y') = u(py +vz) = pu(y) + vu(z) = pz —vy = 2’

w(z') = u(-vy + pz) = —(vz + py) = —y'.
Donc Mp/(u) =T.

A0 O
{PE;(B.B)eX*y={[ 0 p —v |:XeR preRetp’+0° #0}
0 v u

ol Pg' désigne la matrice de passage de B a B'.
(c) @ Avec A\=p=1et v =0, on a I3 € P, non vide donc.

A0 O N0 0
eSiA=| 0 pu —v |etA=| 0 u v |eP
0 v pu 0 v W
AN 0 0
AA = 0 pu' —wv/ —w/' —vy | eP

/ /

0 w'+vy pp —wvv



car AN # 0 et (up — ') + (u/ +vp/)2 = - = (U2 + 1) (> + %) #0.

A0 O
eSiA=| 0 pu —v | e€P,alors \#0et p?+v2#0
0 v u
A0 O 1 0 0
0 p —v | x ())\ & _v | =13
0 v u sz_VZ,Q Hz_};l,Q

Donc A=l ep

P est un sous-groupe du groupe (GL3(R), x). ‘




