MPSI 3 - Fermat Le 06.03.21
2020-2021

Devoir surveillé n°7

Durée de I'épreuve : 4 heures
La calculatrice est interdite

Le devoir est composé d’un probléme.

Lorsqu’une question est jugée, a priori, plus difficile, elle est précédée du symbole (x) voire ().

La notation tiendra particulierement compte de la qualité de la rédaction, la précision des
raisonnements et 1’énoncé des formules utilisées.

BON COURAGE

Probleme - Polynéome annulateur et sous-espace cylique

Dans toute cette partie, on note K, un corps (qui est R en premiére partie).
Pour tout polynéme 7 € K[X], on note (7) 'ensemble 7 - K[X] = {7 x @, Q € K[X]}.

n désigne un entier fixé dans tout le sujet et on fixe M € M,,(R), une matrice carrée d’ordre n.
On note K[M] = {T(M),T € K[X]}, I'ensemble des polynémes en M.

On commence par se familiariser avec quelques notions ou sous-espaces a partir de trois exemples
(partie I). Puis, on démontre quelques résultats sur l'arithmétique des polyndmes : lien idéaux et
division euclidienne (partie II). On exploite alors ces structures autour des polynémes en M, cela nous
donne 'existence d’un polynéme minimal, annulateur de M (partie III). Enfin, en exploitant le lemme
des noyaux, on optimise la majoration du degré du polynéme annulateur (partie IV).

I. Etude de cas particuliers /19

Dans cette partie, on se concentre sur trois matrices A,C € M3(R) et B € My(R).
Dans les parties suivantes, elles pourront de nouveau étre mobilisées.

2 1 -3 0

00 1 -2 -1 -10
A= 1 0 -3 B:1 2 -2 =2 =2 et C= 2 1 8
01 3 2 2 0 -4 =2 1 1 3
-2 2 4 4
1 1
1. Etude de A. On considere X; = —2 et Xo = 0
1 0

(a) Calculer AX; puis AXy, A2X5 et A3Xs.

(b) On note Tp = X3 —3X?2 + 3X — 1. Montrer que T5(A) x X5 = 0 (colonne nulle)
(¢) Donner un polynéme de degré 1, Ty € R[X] tel que T1(A) x X7 = 0 (colonne nulle)
(d) Que valent Ty ATy et Ty VTo?

2. Etude de B.

On note Ip = {BX,X e My 1(R)} et Kp ={X € My1(R) | BX =0}

(a) Montrer que Ip et Kp sont des sous-espaces vectoriels de My 1 (R).

(b) Calculer dim(Ip) et dim(Kp).

Vérifier que dim(Ip) + dim(Kp) = 4 (Théoréme du rang. . .).

(c) La matrice B est-elle inversible ? Si oui, calculer B~

(d) Montrer que B* = B2

(e) Pour tout n € N,n > 4, exprimer B™. La formule reste-t-elle vraie pour n = 37
3. Etude de C

(a) Calculer C? et C3.

(b) On note m = X3 —2X?2 — X + 2. Montrer que 7(C) = 0.

(c) La matrice C est-elle inversible ? Si oui, calculer C 1.
(d) Pour tout n € N, exprimer C". La formule reste-t-elle vraie pour n = —17

)

(e) Montrer que pour tout P € Ry[X] non nul, P(C) # 0.



II. Idéaux de K[X]. /14

Pour un anneau commutatif (A, 4+, x), on dit que Z(C .A) est idéal de A si (Z, +) est un sous-groupe
de (A, +)etVeeIVyecAetoxyel.
Alnsi, pour démontrer que Z(C A) est idéal de A, il suffit donc de montrer que :

—IcCcA

— 04 € T (élément neutre de 1’addition)

— Va0 €Z,onax; —x0 €T

—VezeIVyeA onaxxyel

1. Soit 7 € K[X]. Montrer que (7) est un idéal de K[X]. (Définition de (7) en début d’énoncé)
2. Réciproquement, considérons un idéal Z de K[X] non réduit & {0}.
(a) Montrer que { deg P, P € T\ {0}} admet un plus petit élément, noté r.
(b) Soit w € T tel que degm = 7.
Soit S € Z, en exploitant la division euclidienne de S par 7, montrer que S € (7).
(¢) En déduire que Z = (7).
On dit que le polyndme 7 engendre l'idéal Z. Il n’y a qu’un seul polyndéme unitaire qui engendre Z.
K[X]

(m)
Pour M;, My € K[X], on note My = Ms[n] si et seulement si My — Ms € ()

(a) Montrer que = [r] est une relation d’équivalence sur K[X].

K[X]

On note M, la classe de M pour cette relation d’équivalence et —— 1’ensemble de ces classes.

(m)

(reste de la division euclidienne de @ par 7).

3. Structure de

(défini plus loin). On fixe 7 € K[X]. On note r = degm

K[X] — K._1[X]
Q — Q%
Montrer que @, est surjective et que : o (M1) = o (M) ssi My = My[r].

KX K, 1[X
On en déduit que oy : @ — KX est bien définie et est bijective.

Q — Q%
[X]

(m)
E1E:M1+M2 et EYE:MI X Mo
sont bien opérantes (i.e. indépendantes de représentants choisis pour chaque classe).
On admet qu’ainsi (%,i, Y) est un anneau.

(d) Montrer que (%,i, Y) est un corps si et seulement si 7 est irréductible.

On admet également que - est bien définie sur K x % comme opération externe (avec K comme

(b) Soit ¢ :

(c) Montrer que les opérations + et X définies sur

par :

domaine).

(e) Montrer que (K(Efi} ,+, T) est un K-espace vectoriel de dimension 7.

On pourra montrer que (T, X, ... X”"—l) en est une base.

I1I. Polynome annulateur et polynémes conducteurs /12

On considére dans cette partie les deux espaces vectoriels M = M, (K) et E = M,, 1(K).
On fixe M € M une matrice, on note Z; = {P € K[X] | P(M) =0m} et K[M] ={T(M),T € K[X]}.
Puis, pour toute matrice colonne X € E, on note également Zpy x = {P € K[X] | P(M)x X =0g}
ainsi que K[M]X = {T'(M) x X,T € K[X]}. En partie I, nous avions obtenu 71 € T4 x, et T2 € T4 x,.
1. Espaces de dimensions finis.
(a) Quelles sont les dimensions des espaces M et E?
(b) On note C(M) := vect{M* k € N}. Montrer que C(M) = K[M] et est un sous-espace
vectoriel de dimension finie de M.
On note ry; = dim C(M).
On admet également que K[M]X = {T(M) x X,T € K[X]|} est un sous-espace vectoriel de E.
(¢) Montrer (C(M),+, X) est un sous-anneau commutatif de (M, +, x).
2. Idéaux

(a) Montrer que Zy; et Iy, x sont des idéaux de K[X].
Lequel est inclus dans 'autre.

On appelle polynéme minimal de M, noté 7y, le polynéme de K[X] unitaire tel que (mpr) = Zpy-



On appelle polynéme conducteur de M en X (ou minimal de(M, X)), noté mar, x, le polynéme de
K[X] unitaire tel que (mar,x) = T, x-

(b) Montrer que la famille (In7 M, M?, ... Mdes ”M_l) est libre.
(¢) Montrer que C(M) = vect (I,,, M, M?, ... Mdeemv—1),
On pourra exploiter une division euclidienne par myy.
(d) En déduire que degmy = rar (défini en 1.(b)). Quelle majoration pour deg s obitent-on ?
(e) Montrer que mas x|ma (divise)

IV. Lemme des noyaux /27
Soit M une matrice de M et my; son polyndéme minimal. .
On suppose que 7 se décompose en produit d’irréductibles : wp;s = H P
ou pour tout ¢ € Ny, P; est unitaire irréductible dans 'anneau eu(;,ll:iéien K[X] et a; € N*.
On note, pour tout i € Ny, K; = {X € E | P(M) x X = 0}, c’est un sous espace vectoriel de E.

1. On commence par montrer le lemme des noyaux : £ = K1 & Ky --- @ K.
Pour cela on note pour tout ¢ € Ny, Q; = H Pf’ﬂ On a donc P"Q; = mumr
JEN\{i}
(a) En exploitant une relation de Bézout, montrer que

Vi€ N, 3U; € K[X] tel que I, = Y U;(M)Qi(M)

i=1

(b) En déduire que pour tout X € E, il existe (N;);en, € K1 X Ko+ x Kg tel que : X = ZNi.

i=1

(¢) Qu’en déduit-on pour la somme K; + Ko + -+ K ?

S
(d) On considére maintenant (z1,xa, - xs) € K1 X Ko+ X K, tel que ZIZ =0.
Montrer que pour tout ¢ € Ny, z; = 0. =
On pourra commencer par montrer que Q;(M)x; = 0 si i # j, puis également j = i et
exploiter la relation trouvée en 1.(a).
(e) Qu’en déduit-on pour la somme K; + Ko + -+ + K ?
2. On admet que si une matrice A € M n’est pas inversible,
alors il existe X € E tel que AX =0 (colonne nulle) - résultat démontré en cours mardi.
(a) Montrer que si mpy = Py X P2, avec deg P, > 0, alors nécessairement Pj(M) n’est pas
inversible.
(b) En exploitant le résultat admis ici, montrer que pour tout ¢ € Ny, K; # {0}.
(¢) (*) Supposons que pour tout X € E tel que P (M) x X = 0, on ait P (M) x X = 0.
Montrer qu’on a alors le résultat contradictoire 3 (M) = 0.
En déduire I'existence de X € K; tel que P~ (M) x X # 0.
Pour tout ¢ € Ng, on considere un élément X; € K; tel que Pio‘i_l(M) x X #0
3. On montre maintenant qu’il existe X € M,, 1(K) tel que mpr = mar x
(a) Montrer que le polynéme conducteur de M en X; est mar, x, = P/
(b) On rappelle que pour tout i € Ny, on note K[M]X; = {P(M) x X;, P € K[X]}.
Montrer que K[M1X; C K;.
(¢) En déduire qu’on a la somme directe : € K[M]X},
heN,
(d) On note X = Z X Montrer que mpyr x = V mum,x, (PPCM).
heH heH
(e) Qu’en déduire concernant le degré de mp; 7
4. Pré-décomposition de Frobenius.
On fixe i € Ny et on note d; = deg P;*".
(a) Montrer que (X;, MX;,... M%~1X;) est une famille libre.
(b) On note R;, la matrice de M,, 4,(K) tel que pour tout j € Ng,, C;(R;) = M771X; .
Evaluer (par produit en bloc de colonnes) la matrice M x R;.
(¢) Donner une matrice F; < simple »>de Mg, (K) telle que M x R; = R; x Fj.

F; s’appelle la matrice compagnon du polynéme P/.
En combinant bien toutes les matrices F;, on obtient la décomposition de Frobenius de M.



