MPSI 3 - Fermat Le 05.12.20
2020-2021

Devoir surveillé n°4
CORRECTION

Probleme - Equation de Pell-Fermat

On appelle équation de Pell-Fermat 1’équation :

22 —dy®> =m

ou d,m € N et ou les inconnues z et y sont entieres (on parle d’équation diophantienne dans ce cas).

Aq = 2Z|Vd) = {a+ Vdb;a,b € Z}

Partie A - Etude d’un couple de suites imbriquées

1. On considére deux suites numériques (an)n €t (bp)n telles que

a0:1 boZO
VneN, apy1 =2b,+an, VneN, by =a,+b,

Piste de recherche...

Il faut prendre le temps de bien répondre a cette question. Elle est ouverte (on ne sait si les suites sont
croissantes ou décroissantes ou autre chose), il faut donc < prendre ses responsabilités > .

Quelques calculs des premiers termes semblent indiquer que ces deux suites sont croissantes.

Ensuite, pour montrer la croissance, on calcule a1 —an €t bn1—by. Il faut donc commencer par démontrer

un résultat intermédiaire (et non demandé) : la positivité des deux suites. . .

Montrons par récurrence : P, : < a, > 0et b, >0 >.
— Par hypothese ag > 0 et by > 0. Donc Py est vraie.
— Supposons que P, est vraie.
Alors par addition de nombres positifs : a,+1 = 2b, +a, > 0et b1 =a, +b, >0 /2
‘Donc pour tout n € N, a,, > 0 et b, > O.‘

Et donc pour tout n € N, a1 —an = 2b, > 0 et b1 — by = a, 2 0. /1

‘Donc les suites (a,,) et (by,) sont croissantes. ‘

2. (a) On sait que pour tout n € N : a1 = a,, + 2b, €t b1 = ap + by,
Donc b,, = %(anﬂ —ap) et ap =byy1 — by
Donc pour tout n € N :

Up42 = an+1+2bn+1 = On+1 +2(an+bn) = an+1+2@n+2bn = an+1+2an+an+1_an = 2an+1+an

bn+2 = Qp+1 + anrl =a, + 2bn + bn+1 - anrl - bn + 2bn + bn+1 - 2bn+1 + bn

1.5
ag = 1 bo =0
(an) et (b,) vérifient ap =1 =1
Vne N, Apy2 = 2an+1 +an Vne N, bn+2 = 2bn+1 + b,

(b) (an) et (by) sont des suites récurrentes linéaires d’ordre 2 & coefficients constants, de méme
équation caractéristique :

22 —1=0< (2—1-V2)(z—14+v2)=0
Donc il existe A1, As, By, By tels que pour tout n € N,



Orapg=a1 =1

{A1 +A, =1 <:>{A1 +A4, =1 <:>{A1 :%
A(1+V2) +A2(1-v2) =1 AV2 —Av2 =0 Ay =3
OI‘bOZbl:l
B +B =0 B +B =0 B, =--
{Bi(1+\/§) +Bz(1—\/§) =1 ‘:’{Biﬁ —Bzﬂ =1 <:’{Bz =§
/2
1 n n fi n __ — n
PourtoutnGN,anzi((lJr\/ﬁ) +(1-+v2) )etbnfz\@((lJr\@) (1—+2)")
Comme 1 —+/2 €] — 1,0], alors (1 —+/2)" — 0.
Et de méme 1+ v/2 > 1, donc (1+ \/§)” — +o00.
Donc
(1= V2" =o((1+v2)")
Ainsi (14+v2)" + (1 —v2)" ~ (1+v2)" et (14+v2)" — (1 —V2)" ~ (1 ++/2)". /1,5

an ~ 5(1+V2)" et by, ~ ﬁ(l +/2)".

Pour tout n € N*, a,, —b, = an—1 +2bp—1 —ap—1 —bp—1 =bp—1 2 0.

Donc si a,, < k, alors b, (< a,) < k.

Ainsi, si a,, < k, alors nécessairement b,, < k. La condition sur b,, dans la définition de 7y

est inutile.

On en déduit donc que /1

‘Tkzcard{n€N|an<k:}‘

Soit ke Net k> 2.

ap =1 et la suite (a,,) = +oo. Ainsi il existe N € N tel que ay < k et a1 > k.

La suite (a,) est croissante. Donc a, < k <= n < N. /1
On se concentre sur la recherche de N.

Comme 1 — /2 €] — 1,0], pour tout n € N, |(1 —v2)"| < lie —1<—(1—-v2)"< 1.

SOHVDY 1) <an= (VDY - (1- VDY)

1 1
ani1 = 5((1 FVR)NHL (1 2)NH) 2((1 +V2)NHL 1)
Ainsi :
1
{ an <k ST+ V2N =1) <k :>{ (1+vV2)N <2k +1
any1 >k k<%((1+\/§)N+1+1) 2k — 1 < (1++/2)N+!
<1n(2]~c—|—1) N:LNjg\‘ln(Qk—i—l)J
. In(1+v2) — In(1+v2)
mEk=1 oy {ln(%_l)J<LN+1J—N+1
In(1 + v/2) In(1 + v/2) B
In (2
Selon I’énoncé, notons donc Nj = L(T(_‘%J
n
P _ In(2k+1) In(2k) _ In(2k) In(2k—1)
ainsi que € = Ln(Hﬁ)J - lln(1+\/§)J et €3 = LH(H\@)J - Ln(Hﬁ)J On a donc

N < Np+e et Ny —ea <N+1,donc N, € [N —¢€1,N+1—e.
Or d’apres 'énoncé, € et e € [0, 1.
Il y a donc un seul nombre entier dans Uintervalle [N —e;, N4+1—es[, c’est N. Donc N, = N. /2

Avec Ni, = {ln(zk)J,onaanékﬁnéNk.

In(1++2)

Le carré [0, k]? contient (k + 1)? couple (a,b).
Parmi ceux-ci, r sont des couples de type (an,by).

Or ces couples sont exactement (ag, bg), (a1,b1) ... (an,,bn, ). Donc ry = N + 1 /1
) ) 1 In(2k) J >
Donc la proportion des (an, b,) parmi les couples de [0, k]? est s := +1].
prop ( )P p [0, k] k (k+1)2<hn(1—|—ﬁ)




(d) In(2k) =Ink +1n2 ~ Ink. De méme (k + 1)% ~ (k)? = k%

1
Puis pour tout suite (u,) — 400, uy — 1 < |up] < Uy, donc 1 — — < Lun] < 1.
Unp Unp
Et donc par encadrement, si (u,) — 00 : |un| ~ Up.

On trouve donc

1 Ink
S ~ _—
¥ ks too In(1 +v/?2) k2

Partie B - Structure algébrique
Soit d € N. On suppose que d n’est pas un carré parfait.
On note Ay = Z[\/d|
1. Unicité d’écriture.
2
(a) 1. Sipour tout p € P, v,(d) est pair, alors d = H ptr(d)/2

pEP
Et donc d est un carré parfait. Impossible.

’Il existe s € P, tel que v,(d) est impair. ‘

ii. On suppose que Vd € Q, et donc qu’il existe (p,q) € Z x N* tel que Vid = ]3.
q
On a alors p? = dg?, et donc 2v,(p) = vs(p?) = 2v5(p) = vs(d) + v5(¢?) = v4(d) + 2v4(q).
Ainsi vg(d) = 2(vp(s) — ve(s)). Donc vg(d) est pair.
On a une contradiction. avec la question précédente.

‘ V/d est irrationnel ‘

(b) L’existence est donnée par la définition de Ag4. Il faut et il suffit de démontrer 1'unicité.
Soit z =a +Vdb=d +dV € Ay (a,b,d' |V € 7).
On a alors (b—b)Vd=d — a.
Sib—b #0, alors Vd s’écrirait sous forme d’une fraction. Impossible.
Doncb—b ie.b=0betad —a=0ie. a=4d.
L’écriture est unique.

Pour tout z € Ay il existe un unique couple (a,b) € Z? tel que z = a + Vdb.

2. Structure algébrique de Ay.

(a) Pour tout a,b € Z, a +v/db € R, donc Az C R.
Et 1R:12+\/ﬁ><OZ€Ad.

‘AdCR et 1e Ay

(b) Notons z;3 = a1 + Vdby et z9 = as + Vdbs.
Alors z1 — 29 = (a1 - ag) + \/g(bl - bg) € Ay

‘Pour tout 21,20 € Ay, 21 — 29 € Aq.

(¢) Notons z; = ay + Vdby et zo = as + Vdbs.
Alors z1 X 29 = (a1a2 + dblbg) + \/ﬁ(albg + agbl) € Ay

‘Pour tout 21,20 € Ag, 21 X 29 € Ad.‘

(d) On a démontré que Aq est un sous-anneau de R.

‘ Ay est un anneau. ‘

3. Morphisme cy4.
On note pour tout z = a +/nb € Ag, ca(z) = a — /nb et Ny(z) = z X ¢(2).

(a) Clairement,

‘pour tout z € Ay, ca(z) € Aq et cq(1) = 1. ‘
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(b) Notons z1 = aj + Vdby et zo = as + Vdbs.
ca(z1+22) = ca((a1+az)+Vd(bi+b2)) = (a1+a2)—Vd(bi+bs) = (a1—Vdb1)+(aa—Vdbs) = ca(z1)+ca(z2)
Et par ailleurs :
ca(z1 x 22) = ca((araz + dbiba) + Vd(arba + azbhi)) = (araz + dbibs) — Vd(arba + azhy)
alors que

Cd(Zl) X Cd(ZQ) = (a1 — \/gbl) X (CLQ — \/gbg) = (a1a2 + dblbg) — \/a(albg + agbl)

‘Pour tout z1, 22 € A, cq(z1 + 22) = ca(z1) + ca(z2) et ca(z1 X c2) = ca(z1) X ca(z2). ‘

/1,5
’ ¢4 est un morphisme d’anneaux (Ag, +, X) sur (Aq, +, X). ‘
(¢) Soit z = a ++db € Ay.
Na(2) = z x ca(z) = ((a)(a) + d(b)(=b)) + Vd((a)(=b) + (a) (b)) = a® — db* € Z,
/1
‘Pour tout z € Aq, Ny(z) € Z. ‘
(d) Soient z1, 29 € Ay.
Ny(z122) = (z122)ca(z122) = 21 X 22 X ¢(21) X ¢(22) Morphisme ¢qg
= z1¢4(21) X 2z2¢4(22) Commutativé de R
= Nd(cl) X Nd(Zg)
/1
‘V 21,22 € Ad, Nd(zl X 2’2) = Nd(Zl)Nd(Zg) ‘
4. Inverses de Ag.
(a) Supposons que z admet un inverse 2z’ € Ay, alors z X 2/ = 1.
Nd(l) =1= Nd(z X Z/) = Nd(z) X Nd(Z/)
Or Ny(z), N4(2') € Z, donc Ny(z) est inversible dans Z.
Ainsi Ny(z) € 2% = {-1,1} /2
‘Si z admet un inverse 2’ € Ay, alors Ng(z) =1 ou Ny(z) = —1. ‘
(b) Supposons que |Ny(z)| = 1.
On a donc Ny(z) = z X ¢q(z) € {-1,1}.
e Si Ny(z) =1, alors z est inversible d’inverse c,4(2).
e Si N4(z) = —1, alors z est inversible d’inverse —c4(2). /2
‘Si |Ng(z)| = 1, alors z est inversible et 271 = Ny(2) x cq(2). ‘
O Remarques !
{ On a démontré que z est inversible dans l’anneau Z[\/d) si et seulement si Ny(z) = %1
Partie C - Cas particulier n = 2
On considere ici Ay =Z ++v2Z ={z € R | 3 (a,b) € Z%,z = a + v/2b}.
On rappelle que a + 1/2b est inversible dans Ay ssi Na(2) = £1, ie ssi [a? — 2b%| =1
1. On cherche a résoudre ici I’équation de PELL-FERMAT pour d = 2 et m quelconque.
On considere alors 'ensemble I = {m € Z | 3 (a,b) € Z*,m = a* — 2b*}.
(a) Soient mq,mg € I.
Alors il existe a1, az, b1, bs € Z tels que my = a? — 2b3 = Na(z1) et ma = a3 — 2b3 = No(z2).
Alors d’apres A.3.(d) :
mimeo = NQ(Zl) X NQ(ZQ) = NQ(Zl X ZQ) = (a1a2 + b1b2)2 — 2(CL1b2 — a2b1)2
Comme aias + biby € Z et a1by — asby € Z, alors miymsg € 1 /1,5

‘Donc I est stable par produit. ‘




(b) Les nombres modulo 8 se résument & leurs représentant pris entre 0 et 7, on éléve au carré :

a0 1 2
a0 1 4 9

3 4
=10

1

c¢) Les valeurs prises par a?, modulo 8 sont réduites & 0, 1, 4.
L 1 i 2 dulo 8 sont réduites a 0,1,4
On a alors pour a? — 2b2, au plus 9 valeurs possibles x — 2y avec z,y € {0,1,4}.

a’ - 20> =m = K[8] avec K € {0,-2=6,-8=0,1,—-1=17,1,4,2,4} = {0,1,2,4,6,7}

‘Donc7 nécessairement 3 n’appartient pas a I. ‘

‘Plus généralement, {(a? —20*)%8;a,b € Z} = {0,1,2,4,6,7}. ‘

2. Densité de A5 dans R.

(a) Soit p € Z, alors p = p +0v/2 € Ay. Et (v2 — 1) € As.
Par récurrence, comme A est stable par produit, (v/2 —1)" € As.
Et & nouveau par stabilité par produit : p(v/2 — 1) € Ay

Pour tout p € Z, et pour tout n € N, p(\/§ —1)" € As.

(b) Soit x < y, deux éléments de R.
On va montrer qu’il existe (p,n) € Z x N tel que z < p(v/2 —1)" <y

En effet :
T Y

Va-ur P vaE-n
Or v2 — 1 € [0,1], donc la suite géométrique (v/2 — 1)" — 0.

Prenons € =y — .
Il existe N € N tel que Vn €N, 0< (v/2—1)" < e., Donc

z<p(V2-1)" <y =

<(V2-)W<y-z=0<1< v 7 = i< Y

V-V (V- (Ve- N T (-

(V2-1)N

Notons p = { J + 1, on a donc

T T T T Yy
hﬁle SIS hﬁl)NJ s vEogy P T vE o

=p

Donc
T Y

Ainsi, pour tout z < y € R, il existe z(= p(v2 — 1)V) € A tel que = < z < .

‘Ag est dense dans R. ‘

On également H = {(z,y) € R? | |22 —2y?| = 1}.
Géométriquement, il s’agit d’une réunion de deux hyperboles de R2.
3. On note w = 1 + v/2, un élément particulier de As,.

(a) Plusieurs stratégies, par récurrence ou bindme de Newton.
Soit n € N. On note P = {k € [0,n] | k pair} et I = {k € [0,n] | k impair}.
Comme PWI = [0,n] :

(1+v2)" kZ_()( ) kep(z>ﬂk+;<2)ﬁk
< )WWZ< ot e,

kel

kepP

€N

Ce qui assure l'existence de a,, b,. L’unicité est donnée par la réponse a la question A.1.(b).

Pour tout n € N, il existe un unique couple noté (a,,,b,) € N? tel que w” = a,, + v/2b,.
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(b) Notons d’abord 1’équivalence :
(a,b) € H <= |a® — 20| =1 <= |Na(a + V2b)| = 1

Démontrons le par récurrence. Posons Py, : < (an,b,) € H >.
— ag+V2by = w® =1, donc ap = 1 et by = 0.

Donc |a3 — 2b3| = |1| = 1. Donc (ag, by € H. Et Py est vraie.
— Soit n € N. Supposons que P,, est vraie.

(Ant1,bnt1) € H <= |Na(ans1 + V2bu11)| = 1 <= [No(w" )| =1
Or, on a vu par morphisme :
No(w™) = Ny(w™ x w) = Na(w™)Na(w)
Et Na(w) =12 —2(1)2 =1—-2 = —1 et [Na(w™)| = 1 d’apres P,,.
Donc
[N2 (@™ )| = [(=1)] x [Na(w)| =1

Donc P, 41 est vraie.

’Pour tout n € N, (an,b,) € H. ‘

(c) On considére 'application ¢ : Z2 — Z2, (z,y) — (v + 2y, z + y).
e  est bien & valeurs dans Z2.

r+2y = 2 +2¢ r=2a| —L1 +2L
.(p($7y):@(xl7yl)<:>{ x_|_yy _ Q?l—Fyy/ { y=y Lll_LQ2
Donc ¢ est injective.
T+2y = a r= 2b—a | —L;+2L
oVa,bGZ,@(m,y)(a,b)@{ x—i—yy b = Y= a—b Lll—LQQ

Donc ¢ est surjective (3 (x,y) € Z? | p(z,y) = (a,b)).

‘(p est bijective et =1 : Z — Z, (a,b) — (2b —a,a — b). ‘

O Remarques !
% On aurait pu craindre que x,y € Q, s’il avait fallut diviser par 2 par exemple lors de la résolution du

systéeme. . .

(d) Par unicité d’écriture, nous pourrons identifier :

Ung1 + V21 = W = (an +V2b,) (1 + V2) = (an + 2b,) + V2(an + by,)

‘Donc pour tout n € N, (an41,bnt1) = (an + 205, an + br) = ©((an, bn)). ‘

(e) On a déja vu que w™ = a, + /2b,, vérifie :
o 1=|Ny(w")| =a? —2b2
e Et par récurrence : a,,b, € N.
En effet : si 2,y € N, alors ¢(z,y) = (z + 2y, +y) € N2,
Donc (any1,bni1) = @(an,bn) € N2,
Donc on a l'inclusion

{w",n € N} C {(a+ V2b tel que | — 2b*| =1 & a,b € N} = H N N?

4. Réciproquement, on considere (x,y) € N2 NH

(a) On suppose que (x,y) # (1,0). Et évidemment 22 — 2y = +1 avec z,y € N.

e Siz <y, alors 0 <z <y — 1 puisque ce sont des nombres entiers naturels,
donc 2?2 <y? —2y+1letdonc2? —2y2 <1 -2y —3?=1-y(2+y) <1lcary>0.
On ne peut donc pas avoir 22 — 2y? = 1, donc 2% — 2y = —1.
Et pourtant —1 = 22 — 29?2 <1 —2y — %2, donc (y +1)? =3 =y? +2y — 2 <0.
On trouve donc (y +1)% < 3.
Mais y —1 > 0, donc y + 1 > 2 et (y + 1)? > 4. Contradiction.
Donc on ne peut pas avoir x < y, i.e. y < .

e Six>2y >0, alors 22 > 4y%(> 0) alors 22 — 2y% > 2y% > 0.
Or 22 — 2y? = +1. Nécessairement, cela ne peut étre —1, donc z? — 2y =1 > 232,
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Comme y € N, il y a une seule possibilité : y = 0 et donc z = 1.
Or par hypothese, (z,y) # (1,0). Ainsi nécessairement : z < 2y.

‘Nécessairement 0y << 2. ‘

Onadonc2y—ax>0etz—y >0, donc 2y —z,2 —y) € (ZNR,)? = N2

Et par ailleurs, (2y — z)? — 2(z — y)? = 4y? — dyx + 22 — 222 + 4oy — 2y* = — (2% — 2¢?)
Or (z,y) € H, donc |22 — 2y%| =1 et donc |(2y — 2)? — 2(z — y)?| = 1.
Donc (2y — z,x — y) € H.

’Si (z,y) € NNH avec (x,y) # (1,0), alors (2y — z,z — ¥) ENQHH.‘

(l‘o, yO) = (a7 b)
VneN, (In—i-hyn—&-l) = (2yn — Tn, Tn — yn) .
Pour tout n € N, si (2, yn) 7# (1,0) : Ynt1 = Tn — Yn < Yn car &, < 2y,.
Donc la suite (y,), est une suite d’entiers strictement décroissantes,
elle s’annule donc & partir d’un certain rang n(< b).
On a alors z2 — 2y2 = +1, donc une seule possibilité : z,, = 1 (z,, > 0).

(b) On définit la suite ((zy), (Yn))nen par {

’Donc il existe n € N tel que (z,,y,) = (1,0). ‘

(¢) On peut faire une récurrence ou trouver un invariant.

Piste de recherche...
% On a alors (1,0) = (2, yn) = (¢~ 0+ 0 9~ 1)(z0, 3o)-
Et donc (a,b) = (z0,y0) = (po---0¢)(1,0) (en composant n fois par ).

Notons, pour tout k < n, Pr : < w* = Tp_p + V2Un_p >
— w®=1=ux, +Vv2y,. Donc Py est vraie.
— Soit £ < n — 1. Supposons que Py, est vraie.
Alors w¥ = x,,_ 1, + V/2yn_r. Puis par définition de la suite (Tny Yn),

(Tn—k>Yn—k) = 9071($n—k—1, Yn—k—1) <= (mn—(k+1)7yn—(k+1)) = O(Tpn—t> Yn—k)

Donc

Tp—(k+1) T ﬁyn—(k—&-l) =w x wh =wht!

Donc Py est vraie.
La récurrence est démontré, et en particulier pour k =n :

a+V2b =z +V2yo = w"

Ainsi, pour tout (a,b) € N2NH, i.e. |a? —2b*| =1et a,b €N,
il existe n € N tel que 7(a,b) = a + v/2b = w™ = a,\/2b, avec les notations de 3.
Et par unicité d’écriture dans As, on a (a,b) = (an, by,).

‘Les (z,y) € N? vérifiant I'équation |22 — 2y%| = 1 sont les couples (an,by,) avec n € N. ‘

(d) On a donc I'inclusion : {(a,b) | |a®> — 2b%| = 1,a,b € N} C {(an,b,),n € N}.
Si l'on applique 7 :

(N2 NH) = {a + V2b tel que |a® — 20| = 1&a,b € N} C {w",n € N}

Avec l'inclusion réciproque montrée en 3.(e), on peut affirmer :

™ ({N*NH}) = {w"neN}

5. On cherche une approximation du nombre de solutions (a,b) € Z? tel que |a® — 2b?| = 1, ou
plutot une certaine fréquence.
On note Ry, = {(a,b) € Z? tel que |a® — 2b%| =1 &|a| < k, |b] }

o] <
et R = {(a,b) € N? tel que |a® —2b?| =1 &a < k,b< k

k
.



(a) Onnote R~ = RyN(NxZ~) = {(a,b) € Z? tel que |a®>—2b*| =1 &0 < a < k, —k < b < 0}.

De méme, on définit R, ™ et R,

On considere 0, _ : R — R, (a,b) = (a, —b).
Clairement si (a,b) € R}, alors 0 < a < k, =k < —b < 0 et |a® —2(—b%)| = |a® —20%| = 1.
Donc 6 est bien a valeurs dans RZ’T
0 est bijective, 'application réciproque est (¢, d) — (¢, —d).
Donc card(R}) = card(R;"7).
Et de méme : card(R}) = card(R;, "~ ) = card(R, ™).

Malheureusement, on n’a pas Ry = R,i' O] R;“* WR, W R,:.’+
Car les ensembles ne sont pas disjoints.

En effet : R N R}~ = {(a,b) | a®> — 2b' = +1,a € N&b = 0}
et Ry "N R ={(a,b) | a® —2b' = +1,a < 0&b =0} =
Les autres intersections sont vides (aucune solution avec a

{(1,0)}
~1,0)}.
).

=1
o

/2

card(Ry,) = card(R;) + card(R;" ™) + card(R;, ") + card(R,, ") — 2 = 4 x card(R}}) — 2

(b) On reprend la notation de 3.(a).
(ap 4+ v/2by) = w® = 1. Par unicité d’écriture : ag = 1 et by = 0.
(a1 +V2b)) = w' =14 /2. Par unicité d’écriture : ag = 1 et by = 1.
On sait que pour tout n € N : (an11,bp41) = ©(an, bn) = (an + 2by, apn, + by). /1

‘les suites (a,) et (b,) sont les mémes suites que celles définies en partie A. ‘

(c) Puisque card(R}) = rj, (défini en A), on trouve donc

card(Ry)  4dre—2  A(k+1)%s, —2 (k+1>28
~ k

k+1)2 (2k+12  (2k+1)? 2% + 1

2
car W — 0.

2
En reprenant la derniere réponse de la partie A, ainsi que le fait que (2]2111) — 4 /2

card(Ry) 1 Ink

2k+ 12" T (i v2) K

Partie Partie D - Générateur de A,

On considere de nouveau d, un entier naturel non carré quelconque.

1. (a) Vd > 1 n’est pas rationnel. On note N = [v/d]. Donc N < v/d < N +1 (v/d est irrationnel).

Soit D = QN|N, N + 1[. D est infini (il possede tous les %ﬁfﬂ) avec a,b € N).

Soit % € D avec y > 1, nécessairement (sinon y = 1, % eN...).

On a done N2 < £ < (N +1)? et de méme N? < d < (N +1)?.
Donc comme y? > 0: N2y? <22 < (N +1)%y% et N2y? < dy? < (N +1)2y2.

Donc [N% — (N +1)2]y? < 22 — dy?® < [(N +1)? — N2]y?

Et par conséquent |22 — dy?| < (2N + 1)y2.

Or y?> > 1, donc |2 — dy?| < 2N +1 < 2v/d + 1 car N < V/d. /2

1l existe une infinité de couples (,y) € N? tels que 0 < |22 — dy?| < 1 + 2V/d.

(Au moins tous les couples obtenus & partir de I'ensemble D).

(b) Notons F := {(x,y) | |2* — dy?| < 1 4+ V/d}. Nous savons que F est infini.
Pour simplifier les expressions, notons My = |1 + \/ﬁj
Soit ® : F — R, par construction ®(F) C ZN[-My— 1, My + 1].
Donc ®(F') est fini, il est inclus dans {—Myg,...0,1,... My]}.
Considérons ® : F — [—M, M] x [0, M4]?, (z,y) — (2? — dy?, a%(z* — dy?), y%(2? — dy?))
(ot a%b est le reste dans la division euclidienne de a par b).
Alors @ a pour image un ensemble fini, donc elle n’est nécessairement pas injective.
Ainsi, il existe (z,y) et (2/,y') € F tel que ®(x,y) = ®(a’,y’).
En notant k = ®(x,y), on a . /3

2% —dy? = @) —dy)* =k _w=a'=a%plp]  y=y' = ylp]|




()

(a)

Le calcul donne
=:a€Z =:bEZ
/“ —_—~
(x' —Vdy')(x + Vdy) = (zz' — dyy') +Vd (—zy’ +2'y) = a + Vdb

Alors
—=a€Z =beZ

(2’ + Vdy')(x — Vdy) = (xz' — dyy') —Vd (—zy' + 2'y) = a — Vdb

Enfin, en multipliant ces deux nombres :

= kck = (a2 () /) = (o Vi) a — V(E )~ V)
= (& = Vly' ) + Viy) (@' + Vi)~ Vi) = (o — dy?) (@')? = dly')?) = a® — b

Donc k? = a? — db>.
Mais par ailleurs, en notant 2’ =z + kret ¢y =y + ks :

w=(z+kr)z—dly+ks)y =2>—dy*> + k(rz + sy) = k(rz + sy + 1)

v=(x+kr)y— (y+ks)x = k(ry — sz)

Et ainsi
k* =a® —db® = k* [(rz + sy + 1)> — d(ry — sz)]

/3
‘Donc avec u = rz + sy + 1 et v = ry — sz, on trouve u? — dv? = 1.‘
2. Onnote Ay = {zx+Vdy eR | z,y € Z et 2> — dy?> = 1}.

On pose G = AgNRY.
e Soient 21 = x1 +Vdy1 .22 = zo+Vdys € G. 21> 0,20 > 0= 2120 > 0= 2120 € R}

et z1 X z9 € Ag d’apres A.2.(c). Donc 2129 € G.
° il > 0= % eRY.

Et d’apres A.4., comme Ng(z1) = 1, alors 27 est inversible dans Ay, i.e. i € .A,.

Donc % eq.. /1,5

‘ G est stable par produit et par passage a l'inverse.

Soit z =z +Vdy € G, alors%:x—\/gyeG.
Supposons que z > 1, alors % <1

On trouve donc = +v/dy > 1 > x —\/dy, donc y > 0 donc y > 1.

Puis%—x—\[y>0 donc = > V/dy > 0 donc z > 1.
Ainsi z +Vdy > 1+ 1/d . /2

‘Tout élément z € G qui est strictement supérieur & 1 est supérieur ou égal & 1+ V/d. ‘
On note H = GN|1, +oo].

H C R, H est non vide,

car G est non vide et si z € G, alors z ou % € H.

H est minoré par 1.
Donc H admet une borne inférieure notée w > 1.
Alors, pour tout € > 0, il existe z € H tel que w < z < w + €.
Si il existe 21,22 € H tel que w < 21 < 29 < w + €,

alors 22 > 1, et par stabilité de Ay, 22 € Ag.

1

Donc d’apres la question précédente : 2—2 14++/d, donc 2o — 21 = Vdz > Vd (21 > 1).

Avec € = ‘f > 0, nous avons une contradiction :
€<\/g<22—21<(w+6)—w:€
/2
Donc H N [w,w + @] ne contient qu’un seul élément.

Sa borne inférieure est donc égale a cet élément qui est minimal. . /0,5



(d) Notons, que par stabilité de G, pour tout k € N, w* € G.
Puis comme w > 1, alors w* > 1, également donc {w",n € N} C H.
Et de méme comme {w™,n € Z} est un groupe : .

‘{w”,nEZ}CG‘

(e) Réciproquement. Soit z € G, alors z > 0.
|
Soit k= | 22 .
Inw
Alors kInw < Inz < (k4 1) Inw donc en composant par exp, croissante :

Wk <z < Wkt

z
Ainsi comme w* € G, z € G, alors — € G (groupe).
w
z
Et également 1 < — <w.
w
z z z
Si oF # 1, alors ok € H, donc ok > w. Absurde.

z
Donc —- = 1. Donc il existe k € Z tel que z = Wk,

w
Ainsi G C {w"™;n € Z}..

‘Il existe w > 1 tel que G C {w",n € Z} (égalité). ‘

O Remarques !
% En fait on a montré que {Inz,z € G} est un sous-groupe de Z donc de la forme In(w) - Z.

La division euclidienne est ici transformée en expliotation de la fonction partie entiére.

(f) 1l reste & montrer 'unicté de w.
Supposons que w et w’ vérifient les mémes conditions (engendré G et > 1).
Comme w € G = {(W')";n € Z}, il existe n € Z tel que (W')" = w.
Comme w’' € G = {(w)™;n € Z}, il existe m € Z tel que (w)™ = w'.
Donc w"™ = (w™)" = (W')" = w.
Donc w™™~ ' =1, ie. (nm—1)lnw=1In1=0.
Or w > 1, donc In(w) > 0 donc nm — 1 =0, donc m € Z* = {+1, —1}.
Enfin, o™ =w’ > 1, donc m € N. Ainsi, m =1 et o’ = w..

Le réel w € G €]1, +00[ qui engendre G est unique (il existe aussi w’ = 1 < 1). |

(g) G est un groupe monogene : G =< w >.
Par ailleurs, G = Ag NRY.
Notons d’abord que 0 ¢ A4 car 0% — d0? = 0.
Size Aget z>0, alors il existe n € Z tel z = w™.

Size€ Aget 2 <0, alors —z € Ay, car (—x)? —d(—y)? = 22 —dy? = 1 et que —z, —y € Z.

Ainsi, il existe n € Z tel que —z = w", donc z = —w™.

’Ad:{iw”;nEZ}‘

3. Applications
(a) Pour d =2, on w =3 +2v/2
En effet, 32 —2x 22 =9 -8 =1 et il n’a pas de solution pour a =0, a=1et a = 2.
et pour d =3, 0onw=2++3
En effet, 22 —3 x 12 =4 — 3 =1 t il n’a pas de solution pour ¢ =0, a = 1..

‘wQ:3+2\/§etw3:2+\/§‘

(b) 11 s’agit donc des couples issus des puissances de 2 + /3.
Or si a,, + V/3b, = w™ alors

a1+ \/§bn+1 =w" X w=(2a, + 3b,) + \/g(an + 2b,,)

Donc ay41 = 2a, + 3b, et by11 = a, + 2b,.
Ainsi, on trouve b,41 — 2b,, = a,, donc

(an+2 — 2an+1) — (2an+1 — 4an) = 3bn+1 — Gbn = 3an

/1,5

/2,5

/1,5

/2

/2



An42 — 4an+1 +a,=0

Et de méme : b,49 — 4by 41 + b, = 0, pour tout entier n.
L’équation caractéristique est

2 —dz+1=(x-2%-3=@2-2-V3)(z—2+V3)=0

Il existe A;, Ay € R tels que pour tout n € N, a, = A1(2+v/3)" + Ax(2 — V/3)™.
Comme w° =1, w=2++/3, alors ag = 1 et a; = 2.

(2+V3)"+(2-V3)").

| =

On résout le systéeme ce qui donne : A1 = Ay = %, donc a,, =
Et de méme comme by =0 et by = 1.

1
On résout le systeme, et on trouve b, = —=((2+v3)" — (2 —V/3)").

23

‘ On admet que le résultat est vrai encore pour n € Z, pour récupérer les w™, n < 0!! ‘

On trouve donc le groupe G, engendré par w, puis on considere les opposées également pour
obtenir toutes les solutions. /3

{(z,y) € Z? tels que 2% — 3y*> = 1} = {:I: (%((2 +V3)" 4+ (2-V3)"); 2%/5((2 +V3) — (2 — \/5)")) im € Z}

O Remarques !
On pourrait se demander pourquoi on n’a pas les nombres (x, —y) ou (—z,y) lorsque (z,y) est solution.
En fait ils y sont pour n < 0, dans ce cas y peutl étre négatif et on retrouve le nombre (z,—y).

Son opposé y figure nécessairement également.




