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Probleme - Marche aléatoire et théoreme de Erdos-Dvoretzky

d’apres MP - Mines 2020

A. Préliminaires calculatoires
Les cinq questions de cette partie sont indépendantes et utilisées dans les parties suivantes
1. Soit n € N. D’une part :

(X +1)" = i (?) Xk

k=0

(X+1)"x (X +1)" g()XﬁX;%() ;Olgk()()

ou 'on notera que si k > n et i > n, (?) = 0 et autres relations équivalentes. . .
Par unicité d’écriture de polynome, on peut identifier pour tout k > n

k
<2kn> = Z <7Z> <k 71 2) (Formule de Vandermonde)
i=0

et en particulier pour k =n

()-20)0")-2()

1=

d’apres les propriétés de symétrie du coefficient binomial.

2. On a
n!  ~  V2mnn"e " Formule de Stirling)

n—-+o0o

Et donc

(2n)!  ~  V2m2n(2n)?"e 2 = 2/mn2"n e

n—-+oo

Puis par produit d’équivalents :

om 2\/7?712277.”271 —2n 22n
n—;\—.;-oo

n

2rn(nne~m)2  /mn

2n 4n
n ) n—+oo ﬁ\/ﬁ

3. Soit a €]0,1].
(a) Soit k € N*. t — -L est décroissante (sur [k, k + 1]). Donc, pour tout ¢ € [k, k + 1],
1 1 1
(k+1)> ~t> = ko

Puis en intégrant entre k et k 4 1, comme les termes de gauche et droit sont constant :

1 kL kL gt k1 1
— = / — At < / — < / —dt =
(k+ 1) L (k+ 1)« & to & ko ko

/1

/2

/1



(b) On a donc, en reprenant I'inégalité de droite, que I'on somme pour k de 1 an :

n+1 dt n k+1 dt

k=1

Et en reprenant 'inégalité de gauche, que 'on somme pour k=1an—1
R T S
ke k+ 1)« te ) te
k=2 k=1
On additionne 1 = 7 avec k = 1 de part et d’autre, on a finalement les deux inégalités : /1

a1 " dt

— <) — <1 —

/ to Z ka +/ to
1 k=1

1

(c) Ces intégrales se calculent (a # 1) :

" 1

/ dt / t=odt = = a+1 _ (nlfa_l)
1 to a—l—l N e’

De méme pour le calcul a gauche, on obtient donc :

1 - 1 -«
1704((71—1—1 Zk— (n 7% —=1)
k=1
En divisant par notre candidat a 1’équivalence :
n
1
n+1\" 1 ; ke < a
n - nl—o = 1 S nl—o

nlfoc

l1—«

Or 1 — a €]0,1], donc n*=* — +oc. On a donc, par encadrement, une limite égale a 1 et
donc /2

nlfoz

_ ~
lka n—+oo 1 —

+oo
(d) Quel équivalent obtient-on pour < > ;) sia>1.
k=n-+1
n

4. Pour z € [2,400[, on pose I(z) = [ ln o]
1
(a) Soit z > 2, On fait une intégration par parties, en considérant u : t — — et v : t — t.
n
,% B 1
(Int)2  t(Int)2

Ces deux fonctions sont de classe C! sur [2, +oo[ et u/(t) = et v'(t) = 1.

I(x):/:u(t)v’(t)dt: [u(t)v(t)]g—/;u’() (£)dt = { ! ]w+/; L

Int (Int)?
/1,5
_ _z 2 z t
POUI' T € [2,—‘-00[7 I(l‘) = W — m +f2 W
(b) Comme
% 1
(lnf o - 0
na Inz z—+o00
1 1
on peut affirmer que pour x — +00, —— =o | — |.
(Inx)? Inx
On a vu qu’on pouvait primitiver une relation de domination : /1,5




()

On trouve donc I(z) = = — =557 + o(I(z)) et que {2 — +o0o : /1

T

I(x)

z—+oo Inx

n

5. Soit (an)nen, une suite de réels positifs et pour tout n € N, A, = Z a.

k=0

On suppose que la suite (a,) est bornée.

(a)

n
Soit z € [0, 1[. On note a,, = Z apzt.
k=0
Alors a1 — ap = ap 2™t > 0. Donc (au,) est croissante.
On sait que (a,) est bornée. Donc il existe M € R tel que pour tout n € N, (0 <)a,, < M.
Pour = € [0, 1] (tout est positif - produits. . .),

n
1 — gt M
_ k k _
an—g aix <M}§_Ox =M T <1_x

Cette derniére majoration est indépendante de N.
Donc (a;,) est convergente (convergence monotone). /2

vV e[0,1], <Z axT ) est convergente.
neN

n —+o0
On note, pour tout = € [0,1], A(z) = lim Zakxk, limite également notée Z apz”.
n—oo
k=0 k=0

Ce coup-ci c’est x la variable. Soient 0 < 1 < x5 < 1
Pour tout k € N, 2% < 2§ et donc apz¥ < arzh (car a > 0).
Par addition finie, puis par passage a la limite :

n n

. k . k
= < — .
A(xr) nhm+ ,;_0 apzy < 1111{1 g—o apzs = A(zs) /1

‘A : & — A(z) est croissante sur [0, 1]. ‘

On admet en fait que A est de classe C* sur [0, 1] et pour tout h € N,V = € [0,1], A (z) =
“+o0
K

: k—h
——ap .
kzzh (k— h)!

Définissons de méme pour z € [0, 1], Z braz® avec by, > 0 et (by) bornée.

On note pour tout k € N, ¢ = Zaibk,i Soit p € N. Soit z € [0, 1].
i=0
D’apres la formule du produit connue sur les polynomes :

p p 2p 2p
(Z“’“xk> " (Z b"’xk> =2 | 22 alom@bilone™ ) =3 | D ailpou (Dbl () | 2
k=0 k=0

k=0 \i+j=k k=0 \i+j=k
2p
Z(Zazbk i1j0,p) ()1 o,p) (K —7)
k=0 \i=0
Pour &k < p, pour tout ¢ € [0, k]
on a i < p, donc 1 p(i) =1 et 0 <k —i < p, donc 1pg(k —i) =1:
k
Ainsi Zalbk 11[[0 p]]( )1[[0 p]] — 1) Zazbk i = Ck.
=0
Pour £ > p (car 0 < 14(:) < 1) :
k k
0= Zaibk i Zalbk 11[[0 p]]( )1[[0 p]] — Z Zalbk z1 = Cg
1=0 1=0

=Sk



Donc

p p
akxk> X (Zbkxk> chx + Z Syz”
k=0

k=0 k=p+1
Ainsi pour tout z € [0,1 /2,5
P P P 2p
chxk < Zakxk X Zbk,xk < chxk
k=0 k=0 k=0 k=0

Comme (ck) est une suite de réels positifs
et que Z cr < Z ag Z b, = A,B, < AB (ou A =lim(A4,) et B =lim(B,).
k=0 k=0

n
Donc (Z ¢k )n est convergente (suite croissante majorée), on peut appliquer le passage
0

ES
I

a la limite.
Dans ce cas, les inégalités s’élargissent mais ne changent pas :

P P P 2p
. k . k k : k
lim E cpx” < lim g apx” | x E brx” | < lim E CLT
n—-4o0o n—-4o0o n—-+4oo
k=0 k=0 k=0 k=0

+00 too
chxk < A(z) x B(x) < chxk
k=0 k=0
/1.5
+oo
Vaxelo,1], chmk = A(z) x B(z)
k=0
6. On considere pour «a €] — 1,1], la fonction f, : z — (1 +z)*.
On note D, son domaine de définition. On admet que [0, 1[C D et que f, est de classe C* sur
D.
(a) On calcule simplement : pour z € D, f/(z) = (1 + ). Donc /1
Vo eD, (1+2)f(x) = afa(). |
(b) On peut faire une récurrence pour prouver que V x € D, (a — k) f¥(x) = (1 + ) ((XkH)(x).
On peut aussi exploiter la formule de Leibniz et dériver k fois le produit : (1 + z) x f,.
On a donc pour tout x € D
A k z 6k—i
!
Oéf( ) Z < ) )amk,i fa(x)
=0
Il ne reste que lescast =0et i =1:
af (@) =1x (1+z) x fID (@) +k x 1x [ (@)
/1
Et donc, pour tout = € D, (a — k) L(yk)( )=(1+x) UCH)( ).
(¢) On a donc par téléscopage (f,go) () = (1 +2)%), pour k > 1
L () -
'(0) (
oo U 15
k—1
(1+2)"
18900) = % 1 (e=h)
1+2) o
Donc avec =0 : /1

k—1
Pour tout k € N*, fék)(O) = H(a — ).
i=0




Et pour tout x € [0,1], comme a < 1, pour k € N*, k—a >0

et donc par décroissance de x +— W sur [0,1]

<(l+a)*Fg1

2(1719

k—1
Pour tout k € N*,V z € [0,1], |f(§¢k)(x)| < H | — il
i=0

/1

(d) La formule de Taylor avec reste intégrale, & 'ordre n, pour une fonction de classe C"*! sur

[a, b] est

b-af+ [ QUL

n!

/1

Soit « €] — 1,1[. On a donc, pour tout n € N*, puisque f, est de classe C* sur [0,z] (ou

[x,0]) et d’apres la formule trouvée & la question précédente :

n k—1 . T n
ful) = £o(0)+ 3 lioto =0y /0 O e ()

Soit x € [0, 1], fixé. Soit n € N.
Pour tout ¢ € [0, z]

< H |a _ Z| |:—(JJ B t)n+1:| — H;L:O ‘Ck - ilxn-‘rl < xn+1
Pl n+1! |, (n+1)! (n+1)!
<ot (1-ag) (L- o) (1- 23 - ot <t
Or la suite (z™) — 0 car z € [0, 1[. Donc
+o0 k—1 . n k—1
o _ [[ico (@—1) 4 o [[ico (@—1) 4
Vaelo,1], (1+x) _1+2Tx ._1+nl1>r}rloo Z X x
k=1 k=1
En prenant alors X = —z et a = f%, on trouve
1 1
e fo,: X —» ——, donc f(X) =
f % falX) = —
n—1 n—1
1
o [[(a—n)= H(—g—h)
h=0 h=0
n—1 n—1 2h+ 1 (_1)n n—1 n 2
[[e-n =1] 5 = " om [T@r+1)x H%
h=0 h=0 h=0 h=1
2n
IIJ
_ =Dt = (=) @)t
- 2n noo 2n2n
on [T n
h=1
On trouve donc
+oo

I (—=1)"(2n)!
Vi—z ; 4npln!

+oo [2n
(=)™ = Z (:—n)x"

n=0

B.Casd=1

Dans cette partie, d est égal a 1 et on note donc simplement 04 = 0.
Par ailleurs, p €]0,1[, ¢ =1 — p et la loi de X est donnée par

PX=1)=p et PX=-1)=¢q

/1

/2,5

/2,5



1. On cherche & évaluer P(S,, = 0)

(a) On note, pour tout n € N, Z,, : w +— S, (w)%2 (reste dans la division euclidienne par 2). On
fixe n. Pour tout k < n, et tout we N, Xp(w) € { 1,1}, donc X (w) = 1]2]. Par addition :

pour tout w € Q, S, ( ZXk EZI /2
k=1 k=1

‘Donc Z,, est une variable aléatoire certaine : P(Z,, = 1) = 1 si n impair et P(Z,, = 0) = 1 si n pair.

‘Pour tout n € N, la valeur de P(So,,41 =0)=1—-P(Zyp1=1)=1-1= 0‘

(b) Xn,2+1( ) {1+1 71+1 _{1 O}

Xatl suit une 101 de Bernoulli de paramétre P(X,, +1 =2) = P(X,, = 1) = p. Par
(=5)
2

Donc

coalition les variables sont indépendantes et 1’addition donne une binomiale : /1

zn:Xk+1 <ZXk+n> :Tn%B(nap)

On a alors /1,5

2 2
P(Sa, = 0) = P(Thy, = 7”) =P(Tb, =n) = <:>p"q"

n
2. On note pour tout n € N, A,,, I'événement < Sy, =0 >, puis Y,, = Z la,.
k=1
(a) [Y, = r] est I'événement, entre les instant 0 et 2n, la marche est repassé r fois par la case
initiale. /1

‘Yn indique combien de fois la marche est passée en 0 entre t =0 et t = 2n‘

(b) 14, est une variable indicatrice,

2k
elle suit donc une loi de Bernoulli, de parametre P(Ay) = P(Sg, =0) = ( )(pq)k. /1

k
14, — B (<2:> (pq)’“>

(c) Le produit des variables indicatrices 14, X 14,,, est également une indicatrice :

1Ak X 1Ak+1(w) :1<:>w€AkﬁAk+1 <:>1AkmAk+1(w) =1

Donc, comme pour toute loi de Bernoulli, d’espérance égale & son parametre :

E (1Ak X 1Ak+1) = E( AkﬁAk+1) = P(Ak N Ak-‘rl) = P(Ak') X PAk: (Ak-‘rl)
=P(Ar) x P (Xog41 + Xop12 =0)
=P(Ap) X P((Xopt1 = 1N Xoppo = 0) U (Xopq1 = 0N Xopyo = 1))
= P(Ak) E (X2k+1 =1NXog42 = 0) + P(X2k+1 =0N Xogq2 = 1)) par incompatibilité
=P(Ar) X (P(Xog+1 = 1)P(Xogy2 = 0) + P(Xopr1 = 0)P(Xopyo = 1)) par indépendance
2k
= < (pa)*(pg + qp)

Donc
COV(]-AM 1Ak+1) E(]‘Ak 1Ak+1) - E(lAk)E(lAk+1)

= (2: ) (pg)** — (2:> (pg)* <2kk++12) (pg)™+

Pour tout k € N, Cov(14,,14,,,) = (Qkk) (pq)* T (2 — (2kkI12) (P‘I)k>.

/2,5

Les variables (14, ), sont-elles mutuellement indépendantes. ‘

/0,5



O Remarques !
On démontrerait de méme pour i < j :

B (14,1,) = P(A) x P, (4)) = LR, = () (29~ D)y

Cov (14 1A_].> = (271) (pa)’ ((zgj__;)) - (2]]) (pq)”")

(d) Par linéarité de l'espérance : /1

(e) Or on sait que pour z €] — 1, 1],

. "L 2k sx\k 1
e k (Z) =
n—-+oo o 1—2x

Sip# %, alors pg < % (par étude de p — p(1 — p) sur [0, 1], maximale en p = %)
et donc x = 4pq € [0, 1[. Donc /2

lim E(Y,) io (2k> (4p q>k S —
1m n) = —
nrFoo 2\ )\ "4 VT —dpg

C. Marches aléatoires, récurrence

(=)

Dans cette partie d est quelconque.
On considere les fonctions F' et G définies par les formules

+oo
Veel-1,1], F(z) = ZP(Sn =0g4)z"
n=0

—+o00
Vo e]- 1,1, G(z) = > P(R=n)a"
n=0

1. On note pour tout n € N, u,, = (P(R=n)) et U,, = Zuk
k=0

La suite (u,) est une suite de réels positifs, bornée par 1.
On peut appliquer les résultats de la premiere question : /1

‘ G est donc parfaitement définies et de classe C* sur [0, 1]. ‘

On note, de méme, pour tout n € N, v,, = (P(S, =0)) et V,, = Zuk'
k=0

La suite (v,,) est une suite de réels positifs, bornée par 1.
On peut appliquer les résultats de la premiere question : /1

‘ F est donc parfaitement définies et de classe C* sur [0, 1]. ‘

2. On remarque (méme si cela ne sert pas ici) que U, = Z P(R=k)=P(R < n).
k=1
Par o-additivité, comme = (R = +00) W (Wpen(R =n)) :

+oo
1=P(Q) =P(R=+00)+ » P(R=k)=P(R=+o0)+G(1)
k=1
/1,5

|G(1) =1-P(R=+00) = P(R # +)|




3. Soient k et n sont des entiers naturels tels que k£ < n
P((S, =0a)N(R=k)) =P(R =k) x Pr—g)(Sn = 0q)
Puis
Pr=i)(Sn = 0a) = Plr=p)(Xp+1 + Xpro + -+ X, = 0) = P(Xpp1 + X2 + -+ X = 0)

Par lemme de coalition et indépendances de (X1,...Xk) et (Xgt1,...Xn).
Puis toutes les variables (X;) sont indépendantes et suivent la méme loi X. Donc

PXpp1 4+ X2+ + X =0)=P(X1 + Xo+ -+ X5 =0) =P(S,—x = 0)
Donc P[R:k](Sn = Od) = P(Snfk = 0).

Ainsi : /2,5
[P((Sh =00) N (R=F)) = P(R = K)P(Sn s = 0u) |

Puis comme R est une variable aléatoire & valeur de N* U {400},
on peut appliquer la formule des probabilités totales :

+oo
P(S, =04) = Y P((Sn = 04) N (R=k)) + P((S, = 0) N (R = +00))

k=1
Or pour k > n, il est impossible d’avoir R =k et S;, = 0 (sinon R < n). /1,5
=04) = ZP N(R=k) =Y P(R=FkP(S, & =04)
k=1

4. Soit = € [0, 1], on peut appliquer la formule vue en question 1 (on rappelle P(R =0) =0) :

+o0
G(z) x F(x :Z<Zuvk Z)x =P(R=0)P( a?—i—Z(ZP Sk1—0)>
k=0
+00
=0+ P(Sp=0)2" = F(x) -
k=0

/2

(Vaelo1], Fla) =1+ F@)G()|

On a donc [1 — G(x)]F(x) = 1, ou encore :

1

F@o) ==

Si P(R # +00) (= G(1)) # 1, alors la fonction de droite admet une limite en 1;
1 1

celle de gauche, égale sur [0, 1] également  F(1) = T—PRZ 1) = PR= o)
En revanche, si P(R # +o00) (= G(1)) = 1, alors
1

F n’admet une limite infinie en 1 : F(z) v T-PRZ 10 = 400 /1,5

+oo siP(R# +o0) =1

Flz) — m P(R# +00) = 1

5. Pour ¢ € N*, soit Z; la variable de Bernoulli indicatrice de ’événement
(S; ¢ {Sk, 0<k<i—1})
(a) On a ’équivalence des événements :
[Zi=1] < S; ¢ {S0,51,...Si—1}

Les événements contraire :

[ZZZO] <:>Si€{50,517...5i_1}<:>3k€ [[O,Z'*].]] tel que S; = Sk
Ik e[0,i—1] tel que Xpy1 + Xgyo+---+X; =0



Donc

P(ZiZO) ZP(HkE[[O,i—l]]|Xk+1+Xk+2+“‘+Xi=0)=P(3kG[[O,i—l]]|Sl;k:0)
—P(Ehe[Li]|Sh=0)=P(R<i)

En passant aux événements contraires, /2

|P(Z=1)=P(R >

(b) N,, = card(Sk,k € [0,n]}.
N,(Q) = [2,n] (Pire des situations, tous différents. Meilleure des situations : on revient
toujours sur les deux mémes positions). Il s’agit d’une variable aléatoire finie.
Pour calculer N,,, on additionne 1 exactement a chaque fois quun nouvel élément S; n’est
pas dans l’ensemble {Sy,...S;_1}, c’est-a-dire exactement lorsque Z; = 1. Donc

Par linéarité de ’espérance, puis comme les Z; suivent des lois de Bernoulli :

n

:iE( ZP =P(Zy=1)+» P(R>1i)
=0

i=1
/2
n
E(N,)=1+> P(R>1)
i=1
(¢) On a donc
E(N,) 1 1« .
=—+4+—->» PR
n n + n Z: (R> )
Notons u, = P(R > n), alors u, =P ( ;;OZ R= j) — P(R > 400), par continuité de P
sur les suites décroissantes d’événements.
n
On peut appliquer le théoreme de Cesaro : (711 > un) — lim(u,) = P(R > 400).
i=1
Puis comme % — 0, par addition des limites : /1
E(N,
lim (M) =P(R = +00)
n—-+4oo n
6. Soit pour tout x € [0,1], ZPR>/€
Comme (P(R > k))j, est une sulte posmve bornée, H(x) est bien défini sur [0, 1.
Puis, pour tout x € [0, 1], (on applique vue plus haut, mais il n’y a que de deux termes pour la
somme de gauche) /1,5
+oo +oo
(1—2)H(z) =P(X>0)+Y (IP(R>k)+(-1)P(R>k—1)2" =1+ (P(R>k) —P(R>k—1))*
k=1 k=1
—1+Z (R>k)— (P(R=k)+P(X >k))) —1—ZP =1-G(x)
Puis, on sait que F(x) ! donc F(x)(1 — x)H(xz) = 1, donc F(x)H (x) !
1 = — — = = =
’ d 1—G(x)’ ’ 1—x
—+oo
Z zF. Or
k=0
+oo
F(x)H Z(ZP R>k—z)> k
k=0
Par unicité de I’écriture de cette forme, on peut identifier : /1,5
Y ke N, ZP P(R>k—i)=1

Résultat vrai méme si k = 0.



O Remarques !
Pour 'monfvm l'unicité, on procéde comme avec les polynomes.

“+ oo
k! .
Si f(x Zakx de classe C*® sur [0,1][, alors ¥ h € N, f(M)(z) = Z e h)!akxl"_h
k=0 k=h
(h)
Et donc fM(0) = hlay, donc aj, = fT'(QT)
+oo i
o o /<’>(7) I . P .
Puis si f(x), s’écrit également Z bkx ,on aap = = by,. L’écriture est unique (car nécessaire).

k=0

D. La marche aléatoire simple sur Z? : un théoréme d’Erdos et Dvorestsky

1. (a) Ona vuP(Sy = 0) = Lon(k)(,),) (pa)"/?.
Donc, si n = 2m oun = 2m + 1 (k = 2h) et pour z tel que x%pg < % :

h=0

= " [2h 1
EZPS:Oxkzz< ) h_2h
pan =0 W) P e T T

Orpg=p(1—-p)=p—p>< i (c’est I’étude de p — p — p? maximale en p = %)
Donc pour tout = € [0, 1], on a bien z%pq < i. /2

1

Ainsi, pour tout z € [0, 1], ZP (S =0)2z"” := lim ZP (S = 0) —_—
n—o0 \/1 — 4pqx?

Puis, nous savons que F(x) = ————, donc /1

1—G(x)

1
Vazel0,1, G(xr)=1- =1-—+/1—4pqx?

F(x)

(b) On a vu que G(1) = P(R # +0). Or

Gl)=1—+/1—-4p(1—p)12=1—+/1—4dp+4p2=1—+/(1—2p)2=1—11—2p|

Donc (comme 1 =p—+q) : /1,5

|P(R=-+00)=1-G(1)=[1-2p| =|g—p| = |p — q|

(¢) On exploite la formule donnée en fin de partie A

1—vV1l—xz== Z4n(2n) P

(n+1)

“+o0 2n “+o00o 2n
G($) — 1 Z o (n) (4pqx2)n+1 Z 2( )(pq)n+1 2(n+1)

2 =4 (n+1) n+1
On a vu qu’on peut identifier le développement en ﬁn de partie C. /2,5
2(5-)
vV n e N, P(R=2n) = (pg)" PR=2n-1)=0
n

(d) VOIR CORRECTION DM13

2. Dans les questions suivantes, on suppose que d = 2 et que la loi de X est donnée par

P(X =(0,1)) =P(X = (0,-1)) = P(X = (1,0)) = P(X = (-1,0)) = i

(a) On aura besoin pour ’étude ici de considérer, pour tout k € N, les variables aléatoires
Y = Xi[1] Zy = Xi[2]
respectivement premiére et seconde coordonnées de X}, (non encore définies!).

Ainsi, Yk(Q) = {—1,0, 1} = Zk(Q), et

P(Yi= 1) = P(Xe = (-1,0)) = |

=PYr=1) PYp=0)=P(X=(0,-1)+P(Xy =(0,1)) = -



De méme pour Z,.
On a alors

Soy, = ZXk = (;Yk,22k>

2n 2n
Et donc P(S2, =0)=P(>, Y, =0, > Z;, =0).

k=1 k=1
Mais
C’est variables aléatoires ne sont pas indépendantes, clairement.
Considérons deux autres variables aléatoires dont la donnée est équivalente : Ay = Yy + Zx
et Bk = Yk — Zk.
— Si X = (-1,0), alors Ay, = —1 et By =—1
— Si X =(1,0), alors Ay =1et By =1
— Si Xi = (0,-1), alors Ay = —1let By =1
— Si Xy, =(0,1), alors Ay, =1 et By, = —1
Ap(Q) = Be(Q) = {~1,1} et P(A4x = 1) =P(Ay = —1) = P(By = 1) = P(By = —1) = §.
Enfin, (A, Bi) sont indépendantes

1
car Ve e € {—1,1}, P(Ay =¢,Bp, =¢) = i= P(A; =¢)P(B, =¢).

Puis comme (X;); est une famille de variables indépendantes,
il en est de méme des (A;, B;); (on pourrait le montrer par récurrence).

1 1
Enfin, on a Y, = §(Ak +Bk) et 7 = i(Ak — Bk)

Il y a équivalence : [ZYk = OQZZk =0] = ZAk = OﬂZBk =0].
k=1 k=1 k=1 k=1
Reprenons (avec le lemme des coalitions : indépendance des sommes) :

2n 2n
P(Sy, = 0) = (ZAk_O ZBk_O> P> Ay =0)xP()_ B, =0)
k=1 k=1

2n
Le calcul P(Z Ay, = 0) est le méme que celui fait en B.1.(b) avec p = ¢ = 3.

k=1
2n

DoncPZAk_O ZAk—O ( )4171 /4

k=1

2n 4n
O it ~ —,d 1
n sait que (n) — onc /

(b) VOIR CORRECTION DM13
(¢) VOIR CORRECTION DM13



