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Devoir a la maison n°12
CORRECTION

Somme de Riemann

= 2k
On note pour tout n € N, S, = Z — sin <7r>
—=n n
1. Soit f: & — zsinx, de classe C*°. On note également a = 0 et b = 27.
On a pour tout n € N, (le terme est nul pour k = 0) :
"k 2k 1 27w = 2k7 2km 1 b—a k
S =S Zain ([ Zr) = — x N g (2R )= T2 Y-
;n2s1n(n7r> 47T2Xnk:1 nsm(n) 2 X ;f(aJrn( a)>

On reconnait une somme de Riemann réguliere (somme des rectangles a droites).

‘Ainsi la suite (Sy,) est convergente‘

Et, en faisant une intégration par parties :

1 2m 1 2m -1
lim(S,) = 4—71_2/0 zsin(z)dz = o) ([—x cos :E](2)7r +/0 cos(:r)dx) =—+0

Piste de recherche...
Nous avons une méthode, vue en cours, qui donne I’équivalent ici en fonction de f(b) — f(a) = 27 sin(27) —
0sin0 = 0.

11 faut donc anticiper et aller plus loin dans I"approximation donnée. . .Par ailleurs, nous proposons une autre

démonstration qu’en exploitant une formule de Taylor-Lagrange, il faut alors aller un rang plus loin.

La fonction f est de classe C'. On note F' une primitive de f.

On fixe n € N et on note pour tout k& < n, x, = 27—.
n

1 o 1 n Th 1 n
On a vu que S = el f@dt = ool Z f@)dt et S, = ype) ;(xk — Tp—1) f(xp).

k=1"%k—1
On a alors

n T n
4r*(8,—5) = Z <($k —xp—1) f(2k) — f(t)dt—> = Z ((xk_xkfl)f(xk)_F(xkr)"_F(xkfl))
La formule de Taylor-Lagrange appliquée en x & F (dont F’ = f) de classe C*° donne

.’1/'7—5(,‘2 LU,—ZE?) 1‘,—.'174
’F(fckl) _ (F(xk) + (@1 — 26)F'(zp) + %Fﬁ(fcm + (kl6k)F”I($k)>‘ < % [ sup | |F(4)|
° Tk—1,Tk

2
Or zp — a1 = —, PO (z;) = FE=D (),
n

par continuité de F'*) sur [0, 27], il existe M = SUP[0,27] |£®)| (Théoreme de Weierstrass) :

Mt
24n4

((xk — 1) f(zr) — F(zg) + F(xk,1)> — (%(xk —xp-1) f'(@k) — ;%z

() — xkq)f”(ﬂck)) <

=Uk,n



n 27

Notons alors T}, = Z(mk —x_1)f (z1), alors (T},) — f(t)dt = f(2m) — f(0) =0
— 0
., k=1 .
et R, = Z(xk —xp_1)f"(xy), alors (R,) — f'®)dt = f'(2r) — f/(0) = -+ = 2.
k=1 0
Par inégalité triangulaire :

4250 —8) ~ "Lt TR <3 il < anl i
7 n — —1dn 5 odiln| X Uk.n — =
n 3n? = o — 4 24n?
3
—4r
On divi
n divise par ——
72(S, —S)—ZT, R, o 3Mm
= —2m | 96n3
(S, —S)—Z
La limite de (gg”—ng) est nulle, celle de R, est 27, donc (S 747{3 n"" converge vers 1.
3n?
—4
Ainsi 472(S,, — S) — ZT,, ~ 3—2, ou en multipliant par n? : 47%n?(S,, — S) —anT, — ?W?’(*).

Mais on ne peut encore rien dire, il faut aussi contrdler la convergence de (T;,) vers 0, plus
exactement la limite de (nT),). On applique la méme méthode mais & un degré moindre :

n

1
T — ZRn| = | (e — we1) f'(2x) — (F(@x) — fzp-1) — 5(961@ — 1) " (w)
i 1
<Y @k — 1) (xn) = (flar) = fl@r-1) — 5@k = ze1)*f" (k)
k=1
~ 87T3M 47T3M
Z 6n3 n2
k=1
. A2 M
Donc, de méme, -1 < il — 0, donc nT,, ~ TR, — 272

Ainsi, associé au résultat (x), par addition de limite :

4 2
n2(S, — 8) — 2mm? — gw‘o’ = §7r3

O Remarques !
Evidemment, on aurait pu exploiter la méme méthode qu’en cours, avec l’ordre suivant. Cela donne
On considére 1 : t — F(t) — F(zi—1) + (xp—1 — t)F'(t) + %(kal —1)2F"(t) — %(3%71 — )3
F(zg) — F(zp—1) + (@r—1 — 2%) F'(t) + 2 (zp—1 — %) F" (k)

(Tp—1 — z1)3

tel (xy) = 0, ce qui est possible avec M = 6

On a alors : P(zy) = P(xp—1) = 0.
Donc il existe ¢y, € [zk—1,xk] tel que Y’ (ck) = 0 (Rolle).

M
Or ¢/ (t) = §(xp—1 — )2 F"'(t) + 5(11«71 —t)%
Donc puisque ¢/ (ci) =0, alors M = —F""(cy).
Ainsi : p(xy) = 0 = Fag) = F(ep—1)+ (@h—1 —2x) F'(2) + 5 (@p 1 =) 2F" (z) +

Ainsi :

3
e 22 o oy,

T n 271’2 n
(A7) (Sn = 8) = = Y (zk —xp-1)f (k) — =5 O (k — 26—1)FP(ck)
=1 3n k=1
Mais, il faut la aussi appliquer la méthode pour Z(Tk —x_1)f (z) qui tend vers f(2m) — £(0) = 0.
k=1
" 27 2m2
D (@ = zpo)f (k) =0~ = x (f/(2m) = f1(0) = =
bt 2n n
2,2 5 2m? ’ / g 4m® 2 4
4r*n*(S, — S) — 27 — 3 x (f'(2m) — f(0)) = 27° — =5 = §7r‘
™

Sn=S~ 53



Probleme - Marche aléatoire

A. Marches aléatoires sur un graphe fini sans absorption

1/2

1/4
Graphe G1

On étudie dans cette question quelques propriétés de la marche aléatoire sur le graphe G;.
1. X,, est une variable aléatoire, avec X,,(Q) = {1, 2, 3}.

Donc ([X,, = 1], [X,, = 2],[X,, = 3]) forme un systéme complet d’événements.
On peut appliquer la formule des probabilités totales (trois fois) & X, 41 =1 :

P(Xp41=1) =P(X, = 1)xPx, -1(Xnt1 = )+P (X, = 2)xPx, —2(Xpnt1 = 1)+P (X, = 3)xPx, —5(Xpn11 =19)
Les probabilités conditionnelles sont données par le graphe G, on a donc
PX,411=1)=P(X,=1)x0+P( n_Q)x%—FP( 3) x 1
P(Xn+1:2):P(Xn:1)><1+P(X 2) x 0+ P(X,, =3) x i
PX,+1=3)=P(X,=1) x i +P(X,=2)x % +P(X, =3) x 4;

Et donc avec

,ona Y, 1 =AXY,

= O N =

DO | = | =S | =

N~ O

O Remarques !
Cette matrice A est qualifiée de matrice stochastique car ¥V j € N3, 213:1 AP =1
Ce résultat est nécessaire dans ce contexte, car il s’agit d’une somme de probabilité pour des événements
formant un systéeme complet. Dans ce genre de probléme (trés fréquent), on pourra étre attentif a ce genre

de remarque. Certains sujets se concentrent méme directement a étudier ce genre de matrice (cela donne

le théoréme de Perron-Frébenius)

2. 11 faut faire la récurrence. Il ne s’agit pas d’une suite géométrique car ce n’est pas une suite
numérique.

PosonsVneN, P, : <Y, = A"Yy >
— AY =T (identité), on a donc Py vraie.
— Soit n € N. Supposons que P,, est vraie.
Alors Y, 41 = AY,, = A x A"Yy = A"H1Y)
Donc P, 41 est vraie.

‘ On a démontré par récurrence : pour tout n entier naturel, Y,, = A"Yy ‘

1
3. La derniere équation donne P(X,, 41 = 3) = §(P(Xn =1)+PX, =2)+P(X, =3)).

Or on a vu que ([X, = 1],[X, ] [X,, = 3]) forme un systéme complet d’événements, donc
P(Xn:1)+P(Xn:2)+P( ):

Ainsi, pour tout n > 1, P(X,, =3) = =.




4. (a) Les calculs donnent :

A% = , puis A2(24 - 1) =

N | —0o| —0oo | W
N~ O N
DO = | = | =

DO | —00| Lo | —
N | = |

Ainsi : 243 — A% = A, et donc

1 1
AP =-A+2-4
24 3

(b) 1l s’agit de montrer que pour tout entier n non nul, A" appartient & vect(A2, A).
Posons, pour tout entier n € N*, Q,, : <« 3 up, v, € R tels que A" = u, A% + v, A >
— C’est vrai pour Q; (et Qy également) avec u; =0 et v; =1: A =042+ 14
— Soit n € N*, supposons que Q,, est vraie.
AT = A x A" = A(up A% + v, A) = u, A3 + v, A% = (%un + v, ) A% + (%un)A.
Et donc Q,, 41 est également vrai.

‘ Pour tout n entier naturel non nul, il existe u,, v, € R tels que A" = u,, A2 + vnA‘

(¢) La question précédente nous permet d’affirmer que

1
Up4+1 = ?un +vp
Un+1 - §un
On trouve donc
. 1 1 1
pour tout entier n non nul u, 49 = §Un+1 + Upt1 = §un+1 + iun

(d) On reconnait une suite récurrente linéaire d’ordre 2.
L’équation caractéristique est 222 — 2 — 1 = 0, de racine 1 = 1 et 29 = —%.
Donc il existe A et B réels tels que V n € N*, u,, = A1" + B(—3)".
En outre u; = 0 et ug = 1 (car A% = 142 + 04),
onadonc A—iB=0et A+ 1B =1,donc A= 2 et B= 3 Par conséquent :

1 2 1
pour tout entier n non nul u, = 3 +-x(—=)"et v, = Jun-1=73 + 2 x (=)t

3 2 3 3 2

O Remarques !
L’équation caractéristique trouvée est la méme que le polynéme caractéristique de A.

A étant stochastique, on démontre que 1 est nécessairement une valeur propre (racine du polynéme), les
autres sont de module nécessairement strictement inférieur a 1. Autrement écrit : 1 est toujours racine

évidente.

5. Onaalors Y, =AYy = ((3+3x (-3)") A2+ (3 +2x(-3)"HA) Y.

1
Or par hypothese : Yo = [ 0 |. Seule la premiere colonne de A™ nous intéresse.
0
On trouve donc
2 4 1 3 1 2 1 1 1 1
PX,=1)=(=+-x(—=)"]= —+ox ()" 0==-4=x(—=)"
Kn=D=(3r3x) )5t {532 1ty
2 4 1 1 1 2 1 1 1 1 1
PXn:2: “ - _\n ) = - “ _\n—1) - _ - _ — _\n
( ) =339 ) gt g tgx )" )5 =172
2 4 1 1 1 2 1 1 1
PX,=3)=(=-+=-x(—=2)"]= S x (=) 2 =2
( )=(3 T3 ) a5t )" )23

B. Marches aléatoires sur un graphe fini avec absorption



2/5

1/5

1/5

Graphe G5

1. Pour tout couple d’entiers (i, j) € (N5)?, on note a; ; la probabilité que Ay soit absorbée en j
sachant que Xg = 1.

(a) Puisque 4 et 5 sont absorbants, on a nécessairement

‘a4,4 =ass=1et ays =as4= 0‘

(b) Notons Y la variable aléatoire qui indique le numéro d’absorption de la particule.
On cherche donc a; 4 = Px,=;(Y = 4) pour i € {1,2,3}.
Or ([X1 =1],[X1 = 2], [X1 = 3], [X1 = 4], [X1 = 5]) est un systeme complet d’événements.
On peut appliquer la formule des probabilités totales a la probabilité P x,—,

5

aij = ZPXO:i(Xl =k) X Pix,=in(x,=k) (Y = 4)

k=1

Ce qui d’apres le graphe donne (et en prenant :

(a1,4,0a2,4,034,04,4,054 = (7,y,2,1,0))

3 1 3 1 1

r = ?U +§y —|—§z +0x 14+ 0x0 Z*CL'-F*Z/-‘F?Z
2 2
Yy = § +§y +§ +5X1+ 0x0 :*.’E+*y+§z+g
2
= = = - 0x1 -x0 == = -
z 5m +5y +5z +0 x 1+ 5>< 5x+5y+5z
On a donc les systémes équivalents

?230 +iy —&—?z =0 —2x 4y +z =0

S & §x —§y —&—iz :—g = T -4y 4z =-2

A

== X

+y —4z =0

Faisons L3 — L1 pu1S L2 — = (L2 — Ll) L3 — L3 + 2L1 et enfin L3 «— L3 + 3L2

T +y —4z =0
S & z —dy 4z =-2 &
-2z 4y +z =0

Il ne reste plus qu’a remonter le systeme :

Sy
T

z +y -4z =0 z +y
—y +z =-% & ~y
+3y -7z =0

_ 3
30 7

=5T*% 10

On remarque que le graphe est symétrique entre 4 et 5 a condition d’intervertir 2 et 3.

On a donc

1

2

14 =0a15 = 5, A2,4

7
a35*ﬁet az 4 =

gor = 2
T

Notons Abs; I’événement : < la particule est absorbée en 4 ou 5, sachant qu’elle part de 7 >.

On a alors P(Abs;) = (a; 4 + a;5).

Or on a P(Absy) = § + 5 =1, P(Absy) = 5
P(Absy) =1+0=1et P(Abs;) =0+

Donc,

+1—30: 1, P(A
1:

b83):%+%:17

‘quel que soit le départ, la probabilité que As soit absorbée (en 4 ou en 5) est égale a 1




(e) On cherche Py_4(Xo = 3). D’apres la formule de Bayes :

PX0:3(Y = 4) X P(Xo = 3) _ PX0:3(Y = 4) X P(Xo = 3)

Py—s(Xo =3) = P(Y = 1) > P,V = HP(Xo = i)
=1

Puis comme Xj est uniforme sur N3, on a P(Xg=1)=P(Xp=2)=P(Xy=3) =
Py_4(Xo=3) = wl—

Donc,

1
sachant que As est absorbée en 4 et X uniforme, la probabilité qu’elle soit partie de 3 vaut 3

2. (a) Partant de 1, on ne peut pas étre absorbée donc P(T} = 1) = 0.

Comme en question 1.(b), on exploite le systéme complet d’événements [X; = 1] :
5

P(Ty = k+1) =Pxm1(Ti = k+1) = Y Pxo=1(X1 = i) X Pxg=nn(x,=i) (Tt = k+1).
i=1
Or P(Xg:l)ﬂ(Xlzi)(Tl =k+ 1) = P(Ti = k’) :
c’est comme si la particule démarrait de i et était absorbé en k coups.
On a donc

1 1
PTy=1)=0 etVk>1 P(T1:kz+1):gP(T1:k)+gP(T2:k:)+gP(T3:k)

—+o0 +oo
(b) On peut ensuite calculer E(Ty) = Y kP(Th=k)=PT1=1)+ > (k+ 1 HP(T1 =k +1)

k=1 k=1

=3 3
E(Ty) =0+ (k+1) ( : -

SP(Ty = K) + ¢ P(Ty = k) + L P(T; = k))
k=1

Zk< =k)+ P( = k) + P >+Z( )+ P( k)+;P(T3_k)>
E(T) = gE(Tl) + %E(Tz) + %E(Tg) + g + % + % =1+ gE(Tl) + %E(TQ) + %E(Tg)

(la somme des probabilités vaut 1)

(¢) De méme, on a

2 1 1 1

2 1 1 1

Puis B(Ty) = 5% kP(Ty — k) = P(Ty = 1) + - (k+ DP(Ty = k+1) et

k=1
2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
E(Ty) = -+ -E(T -E(T —-E(T: -+ -+ =14+ -E(T" -E(T -E(T3) = E(T:
(To) = £ + 2 B(Th) + cE(T) + L B(T3) + ¢ + ¢ + ¢ = 14 cE(T) + {B(Ty) + < E(Ty) = E(T})

Par conséquent,

3 1 1

?: +§y +-z +1 ==z
(z,y,2) = (E(T1), E(T),E(T3)) est solution du systéeme ¢ =z +§y +-z +1 =y

g:v —|—gy —1—52 +1 ==z

(d) La résolution du systéeme donne (on peut prendre les mémes opérations élémentaires que

pour 1.(c) ) :

(E(T)), E(T»), E(T3)) = (25 15 15)

40404




