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DS 8 de mathématiques

1 Exercice – Deux questions d’asymptotique

1. (a) Notons Sn =
n∑

k=1

k ln k, pour n ≥ 1. Comme t 7→ t ln t est croissante sur [1,+∞[,

on a

k ln k ≤
∫ k+1

k
t ln tdt ≤ (k + 1) ln(k + 1),

pour tout k ∈ N∗. On somme pour k ∈ J1, n− 1K, avec n ≥ 2 :

Sn − n lnn ≤
∫ n

1
t ln tdt ≤ Sn − 1 ln 1 = Sn.

Comme n lnn = o(n2), on en déduit que

Sn =

∫ n

1
t ln tdt+ o(n2) =

[ t2
2
ln t
]n
1
−
∫ n

1

t2

2
× 1

t
dt+ o(n2) =

n2 lnn

2
− n2

4
+ o(n2).

(b) Notons un cette expression. Pour tout n ≥ 1, un > 0 et

lnun =
1

n2

n∑
k=1

k ln k =
lnn

2
− 1

4
+ o(1),

d’après la question précédente. En passant à l’exponentielle, on obtient :

un =

√
n

e1/4
(
1 + o(1)

)
∼

√
n

e1/4
.

2. (a) Notons fλ la fonction définie sur R∗
+ par fλ(x) = xλ − e1/x. Comme x 7→ xλ est

strictement croissante et que x 7→ e1/x est strictement décroissante (par composition),
fλ est strictement croissante sur R∗

+. De plus, lim
0

fλ = −∞ et lim
+∞

fλ = +∞.

Par théorème des valeurs intermédiaires (fλ est continue par opérations élémentaires)
et stricte croissante, l’équation fλ(x) = 1 admet une unique solution sur R∗

+.

(b) D’une part, fλ(1) = 1− e1 = 1− e < 0. D’autre part, fλ
(
1 +

2

λ

)
=

(
1 +

2

λ

)λ

−

e1/(1+2/λ) tend vers e2−e > 0, quand λ → +∞. Par croissance de fλ, on en déduit

que pour λ assez grand : 1 < xλ ≤ 1+
2

λ
. En particulier, par comparaison, xλ → 1,

quand λ → +∞ (le calcul montre même que xλ = 1 +O(1/λ).)
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(c) On écrit xλ = 1 + yλ. Par la question précédente, yλ = o(1). On a

(1 + yλ)
λ = exp

(
1

1 + yλ

)
.

On passe au logarithme :

∀λ > 0, λ ln(1 + yλ) =
1

1 + yλ
.

Le membre de gauche est équivalent à λyλ et celui de droite tend vers 1 (quand

λ → +∞) ; donc yλ ∼ 1

λ
.

On écrit maintenant yλ =
1

λ
+ zλ ; et on a zλ = o(1/λ). On reprend l’égalité

précédente :

∀λ > 0, λ ln

(
1 +

1

λ
+ zλ

)
=

1

1 + 1
λ + zλ

.

D’une part,

λ ln

(
1 +

1

λ
+ zλ

)
= λ

(
1

λ
+ zλ − 1

2λ2
+ o

(
1

λ

))
= 1 + λzλ − 1

2λ
+ o

(
1

λ

)
.

D’autre part,
1

1 + 1
λ + zλ

= 1 +
1

λ
+ o

(
1

λ

)
.

En égalisant les deux expressions et en simplifiant, on obtient :

λ2zλ − 1

2
= 1 + o(1).

Donc, zλ ∼ 3

2λ2
. Finalement,

xλ = 1 +
1

λ
+

3

2λ2
+ o

(
1

λ2

)
.

2 Exercice – Un équivalent de
n∑

k=1

kpQk

1. (a) Soit x > 1. Pour tout t ∈ [1, x], on a tpet ≤ xpet. Par croissance de l’intégrale, en
intégrant entre 1 et x, on a

0 ≤ Ip(x) =

∫ x

1
tpetdt ≤ xp

∫ x

1
etdt = xp(ex − 1).

Le membre de droite est un O(xpex), donc Ip(x) = O(xpex).

(b) Soit x ≥ 2.
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• Pour tout t ∈ [1, x/2], on a tpet ≤ et, car tp ≤ 1.

En intégrant entre 1 et x/2 :
∫ x/2

1
tpetdt ≤

∫ x/2

1
etdt = ex/2 − 1 ≤ ex/2.

• Pour tout t ∈ [x/2, x], on a tpet ≤
(x
2

)p
et.

En intégrant,
∫ x

x/2
tpetdt ≤

(x
2

)p (
ex − ex/2

)
≤
(x
2

)p
ex.

On somme les inégalités ; par relation de Chasles, on obtient Ip(x) =≤ ex/2 +(x
2

)p
ex. Les deux termes sont des O(xpex) : c’est clair pour le deuxième et vient

de ce que x−p = O(ex/2) par croissance comparée, pour le premier.
On a donc encore Ip(x) = O(xpex).

(c) Par intégration par parties, on a∫ x

1
tpetdt = [tpet]x1 −

∫ x

1
ptp−1etdt.

Donc, Ip(x) = xpex − pIp−1(x)− e.

(d) Dans la relation précédente, Ip−1(x) = O(xp−1ex) = o(xpex). De plus, xpex → +∞,
quand x → +∞ (par croissance comparée si p < 0). Donc, e est aussi un o(xpex).
Ainsi,

Ip(x) ∼ xpex.

2. Comme Qt = et lnQ, il est naturel de faire le changement de variable u = t lnQ. On
obtient :

Ip,Q(x) =

∫ x lnQ

lnQ

up

(lnQ)p
eu

du

lnQ
=

Ip(x lnQ)

(lnQ)p+1
+O(1),

où le O(1) tient compte de la partie de l’intégrale (constante) entre 1 et lnQ.

Avec la question précédente, Ip,Q(x) ∼
xpex lnQ

lnQ
=

1

lnQ
xpQx.

3. (a) Pour k ∈ J1, n−1, on a kpQk ≤
∫ k+1

k
tpQtdt, car Q > 1. En sommant de 1 à n−1,

0 ≤ Sn,p,Q − npQn ≤
∫ n

1
tpQtdt = Ip,Q(n).

L’équivalent de la question précédente donne Sn,p,Q = O(npQn).

(b) On suit l’indication.

Sn,p,Q =
1

Q− 1

n∑
k=1

kp(Qk+1 −Qk)

=
1

Q− 1

(
n+1∑
ℓ=2

(ℓ− 1)pQℓ −
n∑

k=1

kpQk

)

=
1

Q− 1

(
n∑

k=1

(
(k − 1)p − kp

)
Qk + npQn+1

)
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(c) Quand x → +∞, on a

xp − (x− 1)p = xp (1− (1− 1/x)p) ∼ pxp−1 = O(xp−1).

Donc, il existe A > 0 tel que, pour k assez grand, |kp− (k− 1)p| ≤ Akp−1. Comme
le membre de droite n’est jamais nul, on peut si besoin augmenter la valeur de A
pour que l’inégalité soit valable pour tout k ≥ 1 (il y a un nombre fini de conditions
supplémentaires, toutes remplies pour A assez grand).

(d) On a donc

Sn,p,Q =
Q

Q− 1
npQn − Tn,p,Q,

où Tn,p,Q =

n∑
k=1

(
kp−(k−1)p

)
Qk. Par inégalité triangulaire et la question précédente,

|Tn,p,Q| ≤
n∑

k=1

A

n∑
k=1

kp−1Qk = O(np−1Qn), par la question (a). Ainsi, Tn,p,Q =

o(npQn). Donc,

Sn,p,Q ∼ Q

Q− 1
npQn.

3 Problème – Sur la convergence au sens d’Abel

3.1 Lemme de Toeplitz

1. Comme la suite (an) converge, elle est bornée. Il existe donc M > 0 tel que, pour tout
n ≥ 1, |pn(t)an| ≤ Mpn(t). Comme la série

∑
n≥

Mpn(t) converge, la série
∑
n≥1

|pn(t)an|

converge, par comparaison de séries à termes positifs.
D’où la convergence absolue de

∑
n≥1

pn(t)an.

2. On commence par écrire

+∞∑
n=1

pn(t)an − ℓ =
+∞∑
n=1

pn(t)(an − ℓ)−
(
1−

+∞∑
n=1

pn(t)
)
ℓ.

Il suffit en effet d’écrire l’égalité sur les sommes partielles et de prendre la limite, tout
étant convergent.

On a de plus
+∞∑
n=1

pn(t)(an − ℓ) =

N∑
n=1

pn(t)(an − ℓ) +

+∞∑
n=N+1

pn(t)(an − ℓ).

On rassemble ces égalités. Par inégalité triangulaire (les pn sont positifs), on a :

∣∣∣ +∞∑
n=1

pn(t)an − ℓ
∣∣∣ ≤ N∑

n=1

pn(t)|an − ℓ|+
∞∑

n=N+1

pn(t)|an − ℓ|+
∣∣∣1− +∞∑

n=1

pn(t)
∣∣∣|ℓ|.

On conclut en disant que pn(t) ≤ max
k∈J1,NK

(
pk(t)

)
, si n ∈ J1, NK.
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3. On fixe ε > 0. On peut trouver un entier N ≥ 1 tel que, si n > N , |an − ℓ| ≤ ε

6
. On

note S =
N∑

n=1

|an − ℓ|.

Ensuite, pour tout k ∈ J1, NK, on peut trouver δk ∈]0, 1[ tel que, si t ∈ [1− δk, 1[, alors
pk(t) ≤ ε

3(S + 1)
(car les pk(t) tendent vers 0 en 1.) Enfin, on peut trouver un tel

δ0 ∈]0, 1[ tel que
∣∣1− +∞∑

n=1

pn(t)
∣∣∣ ≤ ε

3(|ℓ|+ 1)
si t ∈]1− δ0, 1[ (car

+∞∑
n=1

pn(t) → 1, quand t

tend vers 1).
Posons δ = min(δ0, . . . , δN ). Par la question précédente, si t ∈ [1− δ, 1[, on a :∣∣∣ +∞∑

n=1

pn(t)an − ℓ
∣∣∣ ≤ ε

3(S + 1)
× S +

ε

6

∞∑
n=N+1

pn(t) +
ε

3(|ℓ|+ 1)
|ℓ|.

Quitte à diminuer encore δ, on peut de plus supposer que, si t ∈ [1−δ, 1[,
∞∑

n=N+1

pn(t) ≤

+∞∑
n=1

pn(t) ≤ 2 (car cette somme tend vers 1 quand t → 1). On obtient alors que si

t ∈ [1− δ, 1[,
∣∣∣ +∞∑
n=1

pn(t)an − ℓ
∣∣∣ ≤ ε.

Donc, lim
t→1

+∞∑
n=1

pn(t)an = ℓ.

3.2 Théorème d’Abel

4. (a) Comme la série
∑
n≥1

un est convergente, un = O(1) et donc |untn| = O(tn). Par

comparaison avec une série géométrique de raison t ∈ [0, 1[, la série
∑
n≥1

unt
n

converge absolument.
(b) On calcule, en convenant que U0 = 0 :

N∑
n=1

unt
n =

N∑
n=1

(Un − Un−1)t
n

=

N∑
n=1

Unt
n −

N−1∑
n=0

Unt
n+1

=

N−1∑
n=1

(tn − tn+1)Un + UN tN .

(c) Pour tout n ≥ 1 et tout t ∈ [0, 1[, on note pn(t) = tn − tn+1. On remarque :
• Les pn sont à valeurs positives ;
• Pour tout n ≥ 1, pn(t) = tn − tn+1 → 1− 1 = 0, quand t → 1 ;

5



• Pour tout t ∈ [0, 1[, la série
∑
n≥1

pn(t) est convergente de somme t (par téléscopage)

et donc
+∞∑
n=1

pn(t) → 1, quand t → 1.

Les hypothèses du lemme de Toeplitz sont donc satisfaites ; comme Un →
+∞∑
n=1

un par

définition, on en déduit que lim
t→1

+∞∑
n=1

(tn − tn+1)Un =

+∞∑
n=1

un. Par ailleurs, en faisant

tendre N vers l’infini dans la question précédente, on a
+∞∑
n=1

(tn−tn+1)Un =
+∞∑
n=1

unt
n.

D’où lim
t→1

+∞∑
n=1

unt
n =

+∞∑
n=1

un.

5. Une application.

(a) La fonction fN est dérivable et on a, pour tout t ∈ [0, 1[ :

f ′
N (t) = eiθ

N−1∑
n=0

(teiθ)n = eiθ
1− (eiθt)N

1− eiθt
= −1− (eiθt)N

t− e−iθ
.

Comme fN (0), on a par le théorème fondamental de l’analyse :

fN (t) = −
∫ t

0

1− (eiθu)N

u− e−iθ
du.

(b) La suite de fonctions gN : u 7→ 1− (eiθu)N

u− e−iθ
, définies sur [0, t], converge uniformément

vers g : u 7→ 1

u− e−iθ
. En effet, on a la majoration

∣∣∣(eiθ)u)N
u− e−iθ

∣∣∣ ≤ tN

m
, où m est le

minimum de |u− e−iθ| sur [0, t] (m > 0 par TBA). Ce majorant tend vers 0 quand
N → +∞, indépendamment de u, d’où la convergence uniforme. On en déduit que

f(t) = lim
N→+∞

−
∫ t

0

1− (eiθu)N

u− e−iθ
du = −

∫ t

0

1

u− e−iθ
du.

Pour la deuxième égalité, on doit calculer cette intégrale. Soit u ∈ [0, t]. On a :

1

u− e−iθ
=

u− eiθ

|u− eiθ|2
.

On a u− eiθ = (u− cos θ)− i sin θ donc |u− eiθ|2 = u2 − 2u cos θ + 1. D’où,

1

u− e−iθ
=

u− cos θ

u2 − 2u cos θ + 1
− i

sin θ

u2 − 2u cos θ + 1
.

Une primitive de la partie réelle est u 7→ 1

2
ln(u2− 2u cos θ+1) =

1

2
ln |u− e−iθ|2 =

ln |u− e−iθ|.

6



La partie imaginaire peut être réécrite − sin θ

(u− cos θ)2 + (sin θ)2
, de primitive u 7→

−Arctan

(
u− cos θ

sin θ

)
. On obtient finalement :

f(t) = −
(
ln |t−e−iθ|− ln |0−e−iθ|− iArctan

(
t− cos θ

sin θ

)
+ iArctan

(
− cos θ

sin θ

))
.

Or,
− cos θ

sin θ
= − cotan θ = tan

(π
2
− θ
)
, de sorte que −Arctan

(
− cos θ

sin θ

)
=

π

2
−θ.

D’où la formule annoncée.

(c) Par le théorème d’Abel, on sait que f(t) →
+∞∑
n=1

einθ

n
, quand t → 1.

Le membre de droite de l’égalité précédente est continu par rapport à t ∈ [0, 1], on
a donc, en passant à la limite :

+∞∑
n=1

einθ

n
= − ln |1− e−iθ|+ iArctan

(
1− cos θ

sin θ

)
+ i
(π
2
− θ
)
.

Par méthode de l’angle moitié, on a |1 − e−iθ| = |2i sin(−θ/2)| = 2 sin(θ/2) (car
θ ∈]0, π[.

On peut de plus écrire
1− cos θ

sin θ
=

2 sin2(θ/2)

2 cos(θ/2) sin(θ/2)
= tan(θ/2). Et comme

θ/2 ∈]0, π/2[, Arctan(tan(θ/2)) = θ/2.
On obtient ainsi :

+∞∑
n=1

einθ

n
= − ln

(
2 sin(θ/2)

)
+ i

(
π − θ

2

)
.

3.3 Convergence au sens de Cesàro et au sens d’Abel

6. On constate immédiatement que Un =
n∑

k=1

(−1)k−1 vaut 1 si n est impair et 0 si n est

pair. Donc, U1 + · · ·+ Un = ⌊n+ 1

2
⌋ ∼ n

2
et

U1 + · · ·+ Un

n
→ 1/2.

Ainsi,
∑
n≥1

(−1)n−1 converge au sens de Cesàro et
C∑

n≥1

(−1)n−1 =
1

2
.

7. Soit
∑
n≥1

un une série à termes positifs, convergente au sens de Cesàro. Comme la

suite (Un) des sommes partielles est croissantes, on a, si n est pair,
U1 + · · ·+ Un

n
≥

Un/2+1 + · · ·+ Un

n
≥ n

2
×

Un/2

n
≥

Un/2

2
. Comme le membre de gauche converge, Un/2

ne tend pas vers +∞ ; comme (Un) est croissante, elle converge. Donc,
∑
n≥1

un converge

au sens habituel.
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8. On suppose que
∑
n≥1

un converge au sens de Cesàro.

Alors,
Un

n
=

U1 + · · ·+ Un

n
−U1 + · · ·+ Un−1

n− 1

n− 1

n
. Ceci tend vers

C∑
n≥1

un−
C∑

n≥1

un×1 =

0 par opérations élémentaires sur les limites. Donc, Un = o(n).

9. On considère la suite un =
1

n
. On sait que Un = Hn ∼ lnn = o(n). Cependant,

∑
n≥1

un

ne converge pas au sens de Cesàro : en effet, c’est une série à termes positifs et elle ne
converge pas au sens usuel (on utilise la question 7).

10. Théorème de Frobenius.

(a) Par la question 8, Un = o(n). On a donc aussi un = Un − U,n− 1 = o(n). De
plus, on peut trouver A > 0 tel que |Un| ≤ An pour tout n ≥ 1 (on peut même
prendre A quelconque, avec n assez grand, mais on n’en aura pas besoin). Donc,

|
N∑
k=1

Uk| ≤ A

N∑
k=1

k = O(N2). Ainsi, untn, Unt
n et

n∑
k=1

tn sont des O(n2tn) donc des

o(un) si t < u < 1. Par comparaison avec une série gémétrique, toutes ces séries
convergent absolument.

(b) Soit N ≥ 1. On calcule :

N∑
n=1

(
U1 + · · ·+ Un

n

)
(1− t)2ntn

=
N∑

n=1

(U1 + · · ·+ Un)(1− t)2tn

=
N∑

n=1

(U1 + · · ·+ Un)(t
n − 2tn+1 + tn+2)

=
N∑

n=1

(U1 + · · ·+ Un)t
n − 2

N+1∑
n=2

(U1 + · · ·+ Un−1)t
n +

N+2∑
n=3

(U1 + · · ·+ Un−2)t
n

= U1t+ (U1 + U2)t
2 − 2U1t

2 + 2(U1 + · · ·+ UN )tN+1

+ (U1 + · · ·+ UN−1)t
N+1 + (U1 + · · ·+ UN )tN+2 +

N∑
n=3

(Un − Un−1)t
n.

Quand on prend la limite N → +∞, les termes centraux de la forme (U1 + · · · +
UN )tN tendent vers 0 (car ce sont les termes de séries convergentes) ; on a donc :

+∞∑
n=1

(
U1 + · · ·+ Un

n

)
(1− t)2ntn = U1t+ (U2 − U1)t

2 +

+∞∑
n=3

unt
n =

+∞∑
n=1

unt
n.

(c) Pour n ≥ 1 et t ∈ [0, 1[, on note pn(t) = (1− t)2ntn. On vérifie que :

• Les pn sont à valeurs positives ;
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• À n fixé, pn(t) → quand t → 1 ;
• Pour tout t ∈ [0, 1[,

∑
n≥1

pn(t) est convergente (arguments similaires au précédents).

De plus,
+∞∑
n=1

pn(t) = t (le plus simple est d’appliquer la formule précédente avec

la suite (un) donnée par u1 = 1 et un = 0 si n ≥ 2 ; le facteur
U1 + · · ·+ Un

n

vaut alors tout le temps 1.) et donc
+∞∑
n=1

pn(t) → 1, quand t → 1.

On peut donc appliquer le lemme de Toeplitz et conclure que

+∞∑
n=1

(
U1 + · · ·+ Un

n

)
pn(t) → lim

n→+∞

U1 + · · ·+ Un

n
=

C∑
n≥1

un.

Par la formule de la question précédente, cela revient à dire que
∑
n≥1

un converge au

sens d’Abel et que
A∑

n≥1

un =

C∑
n≥1

un.

3.4 Calculs de sommes de séries divergentes

11. (a) On reconnait une somme géométrique. Donc,

fN (t) = t
1− (−t)N

1 + t
.

On écrit t = (1 + t)− 1 et on obtient :

fN (t) = 1− (−t)N − 1− (−t)N

1 + t
.

(b) On note pN (t) = 1− (−t)N . Les dérivées de pN se calculent immédiatement et on
a facilement que p

(k)
N (t) tend vers 0 quand N → +∞, pour tout k ≥ 1.

Notons g : t 7→ 1

1 + t
. Par formule de Leibniz, la dérivée k-ème de t 7→ pN (t)

1 + t
=

pN (t)g(t) est donnée par t 7→
k∑

i=0

(
k

i

)
p
(i)
N (t)g(k−i)(t). Quand N → +∞, seul le

terme pour i = 0 ne tend pas vers 0. Ainsi,

lim
N→+∞

f
(k)
N (t) = −g(k)(t) = k!

(−1)k+1

(1 + t)k+1
,

par une récurrence immédiate.
(c) En dérivant k fois fN directement (pour N > k), on a

f
(k)
N (t) =

N∑
n=k

(−1)n−1(n− 1) . . . (n− k + 1)tn−k = k!
N∑

n=k

(−1)n−1

(
n

k

)
tn−k.
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D’après la question précédente, on peut donc passer à la limite N → +∞ :

+∞∑
n=k

(−1)n−1

(
n

k

)
tn−k =

(−1)k+1

(1 + t)k+1
.

On peut encore écrire cette relation comme

+∞∑
n=1

(−1)n−1

(
n

k

)
tn =

(−1)k+1tk

(1 + t)k+1
,

en convenant que
(
n

k

)
= 0 si n < k.

Le membre de droite tend vers
(−1)k+1

2k+1
. Par définition, la série

∑
n≥1

(−1)n−1

(
n

k

)

converge donc au sens d’Abel et
A∑

n≥1

(−1)n−1

(
n

k

)
=

(−1)k+1

2k+1
.

12. (a) La série définissant η(s) est alternée et la valeur absolue de son terme général tend
vers 0 en décroissant si s > 0. Par le critère des séries alternées, cette série converge
au sens usuel, donc au sens d’Abel par la partie 3.2.

(b) Pour tout k ∈ N, notons Pk =
X(X − 1) . . . (X − k + 1)

k!
. La famille des Pk est

une base de R[X] car Pk est de degré k pour tout k. En particulier, si j ∈ N, on

peut trouver des réels a0, . . . , aj tels que Xj =

j∑
k=0

akPk. En évaluant en n ≥ 1,

on a nj =

j∑
k=0

ak

(
n

k

)
, pour tout n ∈ N. Ainsi, la série

∑
n≥1

(−1)n−1nj est une

combinaison linéaire des séries
∑
n≥1

(−1)n−1

(
n

k

)
, pour k ∈ J0, jK. Comme toutes

ces séries sont convergentes au sens d’Abel (y compris pour k = 0, Q6 montre la
convergence au sens de Cesàro et elle implique la convergence au sens d’Abel) et
que la convergence au sens d’Abel est stable par combinaisons linéaires (immédiat),
la série

∑
n≥1

(−1)n−1nj est convergente au sens d’Abel pour tout j ≥ 0. Cela revient

dire à dire que η(s) est bien défini si s est un entier négatif.

(c) • η(0) =

A∑
n≥1

(−1)n−1 = 1/2 par la question 6.

• η(−1) =

A∑
n≥1

(−1)n−1n =

A∑
n≥1

(−1)n−1

(
n

1

)
=

1

4
par Q11.

• η(−2) =
A∑

n≥1

(−1)n−1n2 =
A∑

n≥1

(−1)n−1

(
2

(
n

2

)
+

(
n

1

))
= 2 × 1

8
− 1

4
= 0, par

Q11.
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13. (a) Pour s > 1, on a

ζ(s)− η(s) =
+∞∑
n=1

(
1− (−1)n−1)

1

ns
=

+∞∑
k=1

2

(2k)s
= 21−sζ(s).

D’où ζ(s) =
η(s)

1− 21−s
.

(b) Avec Q12, on obtient :

• ζ(0) =
1/2

1− 2
= −1

2
;

• ζ(−1) =
1/4

1− 22
= −1/12 ;

• ζ(−2) = 0.
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