MPSI 3 Devoir maison 2025-2026

DM Bonus — Compléments sur les groupes finis

1 Structurede (Z/nz2)*

On cherche a déterminer la structure du groupe des inversibles de Z/nZ. On suppose connu' le
caractere cyclique de (Z/pZ)” si p est un nombre premier.

1. Montrer que si p est un nombre premier et si @ = 1 est un entier naturel,
| (z1p*2)" | =p*—p* L

1.1 FEtudede (Z/p“Z)" pour p#2eta =2
Soient p un nombre premier impair et a = 2 un entier naturel.

2. Montrer que pour tout k€ N*, (1+ p)pk s'écrit 1+ Ap<H!

,aveCAAp=1.
3. En déduire que la classe de 1+ p dans (Z/p*Z) * est d’ordre p® L.

4. Soit x € Z dont la classe dans (Z/pZ)”™ est d’ordre p — 1.
Montrer que la classe de x dans (Z/p®Z) * est d’ordre un multiple de p — 1.

5. En déduire I'existence de y € Z dont la classe dans (Z/p®Z) * est d’ordre p — 1.
6. Montrer que la classe de (1 + p)y dans (Z/p®Z)” est d’ordre p® — p*~".
En déduire que (Z/p®Z)” est cyclique.

1.2 Etudede (2/2%Z)"

Soit @ = 3 un entier naturel.

7. Montrer que (Z/27)" est réduit a un élément et que (Z/4Z)* est isomorphe a Z/27.

k
8. Montrer que pour tout k € N*, 5% s'écrit 1+ A2k+2

, avec A un entier impair.
9. En déduire que l'ordre de la classe de 5 dans (Z/2%Z)™ est 2472,

10. Montrer que l'application ¢ : U, x Z712%727 — (Z/Z“Z) * (%1, k) — +5F est bien définie et que
c’est un isomorphisme de groupes.

1Ceci a ét6 traité dans les notes de cours.



1.3 Quand (Z/nZ)" est-il cyclique ?

;

Soit n = 2 un entier, dont on note n = 1_[ pgk la décomposition en facteurs premiers.
k=1

X

11. Montrer que (Z/nZ)* estisomorphe a (Z/py"Z)" x ---x (2/ p}*Z)

12. Soient Cy, ..., Cy, des groupes cycliques. Montrer que le produit C; x --- x Cpy, est cyclique ssi
les cardinaux |Cy |, ..., |Cy;| sont deux a deux premiers entre eux.

13. Déterminer les entiers n pour lesquels (Z/nZ)* est cyclique.

2 Théoréme de Cauchy

Soient G un groupe fini et p un diviseur premier de |G|. On cherche a montrer qu’il existe un
élément x de G d’ordre p.

p-1
On note E I'ensemble des familles (g¢)cez/pz de G indexées par Z/ pZ et telles que H 8; = €G-
k=0
1. On définit une relation 2 sur E par :
(8)R(g.) < JaeZ/pZ:YceZlpZ,g. = gaic-

Montrer qu'il s’agit d'une relation d’équivalence sur E.

Si(gc) € E,onnote H)={a€Z/pZ|YceZIpZ garc = &c}-
2. Montrer que H(g,) est un sous-groupe de Z/pZ.
3. En déduire 'alternative suivante :

* Oubien Hg,) = {0} et clg ((g.)) est de cardinal p.
* Oubien Hg,) = Z/pZ et clg ((gc)) est de cardinal 1.

4. En considérantla partition de E associée a %, en déduire que le nombre de Z2-classes d’équivalence
de cardinal 1 est divisible par p.

5. En déduire que le nombre N d’éléments x de G d’ordre p vérifie N = -1 [p].

En particulier, il existe un élément d’ordre p dans G : c'est le théoreme de Cauchy.



