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DS 8 de mathématiques

1 Exercice — Deux questions d’asymptotique

1. (a)

n
Notons S, = Zk‘ln k, pour n > 1. Comme ¢ — tlnt est croissante sur [1, +oo],
on a k=t

k+1
klnk < / tintdt < (k+1)In(k + 1),
k

pour tout k& € N*. On somme pour k € [1,n — 1], avec n > 2 :
n

Sn—nlnng/ tlntdt < S, —1lnl1 = 5,,.
1

Comme nlnn = o(n?), on en déduit que

n’lnn  n

S —/ntlntdt—i—o(nQ)— [ﬁlnt]n—/nﬂxldt—ko(n%—
" L2 Lo, 27t N

Notons u,, cette expression. Pour tout n > 1, u, > 0 et

Inn

1 & 1
Inu, = Tﬂ;klnk: — — 7 to),

d’aprés la question précédente. En passant a I’exponentielle, on obtient :

Up = 6‘1/74(1 +0(1)) ~ ;{Z

A 1/x A

Notons fy la fonction définie sur RY, par fi(z) = 2 —e/*. Comme x — x" est

strictement croissante et que x +— !/ est strictement décroissante (par composition),
[ est strictement croissante sur R%.. De plus, li(r)n fr=—oc0et 1+im fr = +o0.
[e.e]

Par théoréme des valeurs intermédiaires (f) est continue par opérations élémentaires)
et stricte croissante, I’équation f)(x) = 1 admet une unique solution sur R7.

A
2 2
D’une part, fy(1) =1 —e! =1 — e < 0. D’autre part, fy <1 + )\) = (1 + )\) -

M H+2/2) tond vers €2 — e > 0, quand A — 4o00. Par croissance de fy, on en déduit
2
que pour A assez grand : 1 < x) <14 % En particulier, par comparaison, ) — 1,

quand A — +oo (le calcul montre méme que )y =1+ O(1/\).)



(c) On écrit ) = 1+ yy. Par la question précédente, y, = o(1). On a

1
1+ A—e .
(14+y») Xp(1+w>

On passe au logarithme :

1

YA > 0, AIn(1 + 1) = T
A

Le membre de gauche est équivalent a Ay et celui de droite tend vers 1 (quand

A — +00) ; donc yy ~ 3

1
On écrit maintenant y) = X + 2y ; et on a zy = o(l/)). On reprend l'égalité

précédente :

1 1
ASOAD (14 ~42y )= —
< A A) 1—!—%4-2:)\

D’une part,

An (14542 ) =A (5 +2m-s5+0(=)) =1+ o +0(5
PUTATR) AT T o\ ) T TR a0\ )

D’autre part,

1 1 1+ <1>
——=1——=+o0| - ].
1+ 142, A A

En égalisant les deux expressions et en simplifiant, on obtient :

1
Mzy— = =—1+0(1).

2
Donc, z) ~ o Finalement,
RN e

Ty = ———=+o|l—= |-

A A 22 \2
n

2 Exercice — Un équivalent de Z kPQF

k=1

1. (a) Soit > 1. Pour tout t € [1,z], on a tPe’ < xPe’. Par croissance de l'intégrale, en
intégrant entre 1 et x, on a

0<Ip(z) = / tPeldt < :zp/ eldt = aP(e* — 1).
1 1

Le membre de droite est un O(ae”), donc Ip(z) = O(aPe”).

(b) Soit x > 2.



e Pour tout ¢ € [1,2/2], on a tPe’ < €', car t¥ < 1.
/2 /2
En intégrant entre 1 et x/2 : / tPeltdt < / eldt = e*/2 — 1 < %/2,
1 1
¢ TN\P 4
e Pour tout ¢t € [x/2,z], on a tPe’ < (5) e'.
z p P
En intégrant, / tPetdt < (£> (ez — ex/2) < (f) e*.
o2 2 2
On somme les inégalités ; par relation de Chasles, on obtient I,(z) =< /% 4

T\P
(§> e”. Les deux termes sont des O(zPe”) : c’est clair pour le deuxiéme et vient

de ce que 27 = O(ex/ 2) par croissance comparée, pour le premier.
On a donc encore I,(x) = O(zPe").

(c¢) Par intégration par parties, on a

x x
/ tPeldt = [tPe']d — / ptP~eldt.

1 1
Donc, I,(z) = aPe® — pI,_1(x) —e.

(d) Dans la relation précédente, I,_1(z) = O(2P~e®) = o(xPe®). De plus, 2Pe” — +oo,
quand x — 400 (par croissance comparée si p < 0). Donc, e est aussi un o(z”e").
Ainsi,

Ip(z) ~ aPe”.

2. Comme Q' = '@ il est naturel de faire le changement de variable u = tInQ. On
obtient : O )
o uP du Iy(zIn@
= v = o1
o /1nQ Qr Qg ~ oyt W

ou le O(1) tient compte de la partie de l'intégrale (constante) entre 1 et In Q.
xPet In@ 1
xPQ".

InQ@Q - InQ@Q

Ip

Avec la question précédente, I, g(x) ~

k+1
3. (a) Pour k € [1,n —1] et p > 0, on a kPQF < / tPQtdt, car Q > 1. En sommant
k
delan-—1,

0< Sn,p,Q —nPQ" < / thtdt = pQ(n).
1

L’équivalent de la question précédente donne S, , o = O(n’Q").
Si p < 0, on remarque que kPQ¥ < tPQ'! si t € [k — 1, k], donc

k
KPQF < Q QL.
k—1

On somme pour k allant de 2 a n :
0< Snpo—Q<Q / tPQdt = QI o(n).
1

De nouveau, on conclut que S, , o = O(r’Q").



(b) On suit l'indication.

Sn,p,Q TZ Qk-i—l )
< l k
_ p P
-gt (S we- v
(S e )
Q k=1

(¢) Quand z — 400, on a
P — (z—1)P =2aP (1 — (1 -1/2)P) ~pzP~! = O(2P71).

Dong, il existe A > 0 tel que, pour k assez grand, |k? — (k — 1)P| < AkP~!. Comme
le membre de droite n’est jamais nul, on peut si besoin augmenter la valeur de A
pour que 'inégalité soit valable pour tout £ > 1 (il y a un nombre fini de conditions
supplémentaires, toutes remplies pour A assez grand).

(d) On a donc

Q
SnvpvQ - Q ann an’

ouTy o= Z (kp —(k—=1)P ) Qk . Par inégalité triangulaire et la question précédente,
k=1

|Thpol < ZAZI@” 1QF = O(nP~1Q™), par la question (a). Ainsi, Ty, =
k=1 k=1

o(n?Q"). Donc,

Q PN
Sn.p,Q Q—ln Q"

3 Probléme — Sur la convergence au sens d’Abel

3.1 Lemme de Toeplitz

1. Comme la suite (a,) converge, elle est bornée. Il existe donc M > 0 tel que, pour tout

n > 1, |pn(t)an| < Mpy(t). Comme la série Z Mpy(t) converge, la série Z |pn(t) an|
n> n>1
converge, par comparaison de séries a termes positifs.

D’ou la convergence absolue de Z prn(t)an.
n>1

2. On commence par écrire

o0 +00
> palt)a —E—an an—0) = (1= palt)) L.
n=1 n=1



Il suffit en effet d’écrire I’égalité sur les sommes partielles et de prendre la limite, tout
étant convergent.

+o00 N 400
On a de plus an(t)(an - 6) = an(t)(an - 6) + Z pn(t)(an - E)
n=1 n=1 n=N-+1
On rassemble ces égalités. Par inégalité triangulaire (les p,, sont positifs), on a :

400 N oo +o0
> P =€ <3 pa®len =+ D2 pal®llan— €+ |1 =D palo)]€l.
n=1 n=1 n=1

n=N+1

On conclut en disant que p,(t) < max (pk(t)), sin € [1,N].

ke[1,N]
3. On fixe ¢ > 0. On peut trouver un entier N > 1 tel que, si n > N, |a, — ¢| < % On
note S = Z lan —
Ensuite, pour tout k € [1, N], on peut trouver o €]0,1[ tel que, si t € [1 — dg, 1], alors
€
pr(t) < 355D (car les py(t) tendent vers 0 en 1.) Enfin, on peut trouver un tel
+oo c (o]
8o €10, 1] tel que |1 — t‘<7’t61—5,1 #) = 1, quand ¢
0 €]0,1[ tel que | nz_:lpn() ST, sit €] 0 [(caern() quan
tend vers 1).
Posons 0 = min(dy,...,dn). Par la question précédente, sit € [1 —§,1[, on a :

+oo s
€ € €
— < — — /.
‘nglpn(t)an K’ <3610 x S+ 5 g pn(t) + S0+ 1) ||

n=N+1
o0
Quitte a diminuer encore §, on peut de plus supposer que, si t € [1 -4, 1], Z pn(t) <
n=N+1

an < 2 (car cette somme tend vers 1 quand ¢ — 1). On obtient alors que si

el—-94,1],

—E‘ <e.

Donc, %E}i an(t)an =/

n=1

3.2 Théoréme d’Abel

4. (a) Comme la série Zun est convergente, u, = O(1) et donc |u,t"| = O(t"). Par
n>1
comparaison avec une série géométrique de raison t € [0,1], la série Zunt”
n>1
converge absolument.



(b) On calcule, en convenant que Uy =0 :

Zunt" ZU — Up1)t"
N
Z ZUtn+1

n=1 n=0
Nl

— "YU, + UntY.

:1

S

C our tout n > 1 et tout ¢ € |0, 1|, on note p,(t) = . On remarque :
P >1 te 0,1 t t" O

e Les p, sont & valeurs positives ;
e Pour tout n > 1, p,(t) =t" —t""' -1 -1=0, quand t — 1 ;
e Pour tout ¢ € [0, 1], la série Z pn(t) est convergente de somme ¢ (par téléscopage)

n>1
“+o00
et donc an(t) — 1, quand t — 1.
n=1
+o0
Les hypothéses du lemme de Toeplitz sont donc satisfaites ; comme U,, — Z Uy, par
e’} “+oo =l
définition, on en déduit que %Eﬁ Z(t” —t"hy, = Z up. Par ailleurs, en faisant
n7-|1-oo
tendre IV vers I'infini dans la question précédente, on a Z(t” —t"thy, = Z upt”.
n=1 n=1
—+00 —+00
[N n __
D’ou %Eﬁnz::lunt = ;un.

5. Une application.

(a) La fonction fy est dérivable et on a, pour tout t € [0,1] :

N-1 : :
. . 1— ( z@t)N 1— (ezOt)N
/ __ 10 E : O\n __ _i0 _
fN(t) =e' — (teZ )n =e' 1 — eift - t — e—if

Comme fx(0), on a par le théoréme fondamental de I’analyse :

t1 _ ()N
R e

u—e
. . 1— ()N . )
(b) Lasuite de fonctions gy : u +— ————7—, définies sur [0, ], converge uniformément
u—e
i0Y, \N N
L. (e")u) t
vers g : u — ———. En effet, on a la majoration ‘7 < —, ou m est le
u—e u—e m




minimum de |u — e~%| sur [0,#] (m > 0 par TBA). Ce majorant tend vers 0 quand
N — 400, indépendamment de u, d’oit la convergence uniforme. On en déduit que

tl_ i0,,\N t 1
ft) = lim —/ @Qdu?/ ——du.
N—+o0 o u—e’ 0o u—e’

Pour la deuxiéme égalité, on doit calculer cette intégrale. Soit u € [0,¢]. On a :

1 u— e

u—e®  |u—el2

On a u— e = (u—cosf) —isinf donc |u— e> = u® — 2ucosf + 1. Do,

1 u — cos 0 . sin 6

u—e% 42 _—92ucosf+1 _Zu2 —2ucosf+1°

1 1 .

Une primitive de la partie réelle est u — 3 In(u? —2ucosf+1) = 3 In |u— e =
In|u—e ¥

sin 0

(u — cos0)? + (sin 6)2

La partie imaginaire peut étre réécrite — , de primitive u —

- 0
— Arctan (UCOS> On obtient finalement :
sin 6
- - t— 0 — 0
ft) = _<1n\t—e_w\—ln\O—e_w\—iArctan ﬂ +1 Arctan ,COS )
sin 6 sin 6
—cosf T —cosf T
r, — = —cotanf = tan (— — 9), de sorte que — Arctan - =——0.
sin 6 2 sin 6 2
D’ou la formule annoncée.
+oo ein@
Par le théoréme d’Abel, on sait que f(t) — Z , quand t — 1.
n
n=1

Le membre de droite de I'égalité précédente est continu par rapport a ¢ € [0, 1], on
a donc, en passant a la limite :

+o0o  ing

) 1-— 0
E € :_1n1—e_19—|—iArctan<_COS>+2'<7T—9).
= n sin 6 2

Par méthode de I'angle moitié, on a |1 — e~ = |2isin(—6/2)| = 2sin(0/2) (car

6 €]0, 7[.

1—cos 25in?(6/2)
sinf  2cos(f/2)sin(0/2)

0/2 €]0,m/2[, Arctan(tan(6/2)) = 6/2.

On obtient ainsi :

On peut de plus écrire = tan(f/2). Et comme

+oo
ezn@

e :_ln(281n<9/2))+i<ﬂ';9>'



3.3

10.

Convergence au sens de Cesaro et au sens d’Abel
n
On constate immédiatement que U, = Z(—l)k_1 vaut 1 si n est impair et 0 si n est

k=1
1
n-i-JNQ Uy + +Un_>1/2.
n

¢
Alnsi, Z:(—l)”*1 converge au sens de Cesaro et z:(—l)"*1 =_.

n>1 n>1

pair. Donc, Uy + -+ U, = |

Soit g Uy une série a termes positifs, convergente au sens de Cesaro. Comme la
n>1

. . . . . tt + Un
suite (Un) des sommes partielles est croissantes, on a, si n est pair,

n
U, +--4+U, n U U,
n/2+1 5 wx 2 > /2 Comme le membre de gauche converge, Uy, o
n n
ne tend pas vers +o0o ; comme (U,) est croissante, elle converge. Donc, Z Uy converge
n>1
au sens habituel.
On suppose que Z Uy, converge au sens de Cesaro.
n>1
Uy Ui4-+U, U+-+U,1n—1 ¢ ¢
n Y1 co n 1 e n—171— . ) . .
Alors, o= - — p— — Ceci tend vers ;un Z:l Uy X1 =
n> n>

0 par opérations élémentaires sur les limites. Donc, U,, = o(n).

On considére la suite u, = l On sait que U, = H,, ~ Inn = o(n). Cependant, Zun

n n>1
ne converge pas au sens de Cesaro : en effet, c’est une série a termes positifs et elle ne
converge pas au sens usuel (on utilise la question 7).

Théoréme de Frobenius.

(a) Par la question 8, U, = o(n). On a donc aussi u, = U, —Un—1 = o(n). De
plus, on peut trouver A > 0 tel que |U,| < An pour tout n > 1 (on peut méme
prendre A quelconque avec n assez grand, mais on n’en aura pas besoin). Donc,

| Z Ukl < AZk = O(N?). Ainsi, unt", Upt" et Zt” sont des O(n?t™) donc des

k=1
o(u”) sit<u < 1. Par comparaison avec une série gémétrique, toutes ces séries

convergent absolument.



(b) Soit N > 1. On calcule :
N
n
N
=> Ui+ +Up)(1 - 1)

N
= (Ur 4+ Up) (" = 26" +47F2)

n=1
N N+1 N+2

=Y (Uit + U =2 (Uit A+ Up )"+ Y (Ur+ -+ Upo)t"
n= n=2 n=3

1 =
1t 4 (U + U)t? — 20182 + 2(Uy + - - + Un)tV

I
S

N
+ (U4 + U )t 4 (U + -+ U2 4 (U = Ut
n=3

Quand on prend la limite N — 400, les termes centraux de la forme (U + --- +
Un)tY tendent vers 0 (car ce sont les termes de séries convergentes) ; on a donc :

“+o0 —+00 —+00
U +--+U,
> (M> L —t)’nt" = Ut + (Uy = U+ > unt" = unt™.
n=1

n

n=1 n=3

(c) Pour n > 1 et t € [0,1[, on note p,(t) = (1 —t)*nt". On vérifie que :
e Les p, sont & valeurs positives ;
o A n fixé, p,(t) — quand t — 1 ;
e Pourtoutt € [0, 1], Z pn(t) est convergente (arguments similaires au précédents).

n>1

+oo
De plus, Z pn(t) =t (le plus simple est d’appliquer la formule précédente avec

n=1
U+ -+ U
la suite (u,) donnée par u; = 1 et u, = 0sin > 2; le facteur Yit 4 bn
+oo "
vaut alors tout le temps 1.) et donc an(t) — 1, quand ¢t — 1.
n=1

On peut donc appliquer le lemme de Toeplitz et conclure que

400 C
U+ + Uy, .U+ + Uy

E — | pa(t 1 —zg n-
( >p()—> im - U

n n——+0o
n=1 n>1

Par la formule de la question précédente, cela revient & dire que E U, converge au

n>1
A C
sens d’Abel et que Z Uy = Z U,
n>1 n>1



3.4 Calculs de sommes de séries divergentes

11.

12.

(a)

On reconnait une somme géométrique. Donc,

1— (—t)N
t) =t———-—
fn(t) T1
On écrit t = (1 +t) — 1 et on obtient :
1— (—t)N

In(t) =1 (=) - =

On note py(t) =1 — (). Les dérivées de py se calculent immédiatement et on

a facilement que p%)(t) tend vers 0 quand N — +o0, pour tout k£ > 1.

1 t
Notons g : t — ——. Par formule de Leibniz, la dérivée k-éme de t — pL() =
1+1¢ 1+t

k
E\ .
pN(t)g(t) est donnée par ¢ — Z <.)p§\zf)(t)g(kl)(t). Quand N — +oo, seul le
i
i=0
terme pour ¢ = 0 ne tend pas vers 0. Ainsi,

(_1)k+1

‘ ®) iy = B ) = 1 )
lim fx7(t) g\ (t) k'(l—l—t)kﬂ’

par une récurrence immeédiate.

En dérivant k fois fy directement (pour N > k), on a

N N
) = (=) -1 (k4D =R (-1t <Z>tnk'

D’apres la question précédente, on peut donc passer a la limite N — 400 :

too (0 —1)k+1

n=~k

On peut encore écrire cette relation comme

= a1 (1 —1)kt1gk

n=1

n .
en convenant que (k:) =0sin<k.

-1 k+1
Le membre de droite tend vers (2k11 Par définition, la série Z(_l)n_l (Z)
n>1
A k+1
-1
converge donc au sens d’Abel et Z(—l)nfl (Z) = (2]<2i-1

n>1

La série définissant 7(s) est alternée et la valeur absolue de son terme général tend
vers 0 en décroissant si s > 0. Par le critére des séries alternées, cette série converge
au sens usuel, donc au sens d’Abel par la partie 3.2.

10



X(X—1)...(X —k+1)

(b) Pour tout k& € N, notons P, = . La famille des P est

k!
une base de R[X] car Py est de degré k pour tout k. En particulier, si j € N, on
J
peut trouver des réels ao,...,a; tels que X7 = ZakPk. En évaluant en n > 1,
k=0

J
J = : : 2t _1\n—1_3j
on an/ = ,;_0 ak <k>’ pour tout n € N. Ainsi, la série nil( )" n! est une

n
combinaison linéaire des séries E:(—l)"_1 < k)’ pour k € [[0,7]. Comme toutes
n>1
ces séries sont convergentes au sens d’Abel (y compris pour k& = 0, Q6 montre la
convergence au sens de Cesaro et elle implique la convergence au sens d’Abel) et
que la convergence au sens d’Abel est stable par combinaisons linéaires (immédiat),

la série Z(—l)”*lnj est convergente au sens d’Abel pour tout j > 0. Cela revient

n>1
dire & dire que 7(s) est bien défini si s est un entier négatif.
A
(c) e n0)= z:(—l)"_1 = 1/2 par la question 6.
n>1
A A n 1
_ n—1, __ n—1 _
o n(—1) = Z(—l) n= Z(—l) <1> =, par Q11.
n>1 n>1
A A n n 1 1
_ n—1_2 __ n—1 _ _
o 17(—2)_2(—1) n —Z(—l) <2<2>—|—<1>> —2><§—1—07 par
n>1 n>1
Q11.
13. (a) Pour s > 1, on a
+oo 1 400 9
— — 1— n—1 _ 1—s
Gle) =) = 2 (1= (41" s = 3 i = 2174C()
n=1 k=1
D’ou ((s) = 1 9i=s 2(51)—5
(b) Avec Q12, on obtient :
1/2 1
¢ ((0)=1"5="5;
1/4
o ((-1)= L0 = —1/12;
. ((-2) =0,

11



