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1 Théoreme de Weierstrass via les polynomes de Bernstein

1. Parle théoreme de transfert, on a

HRESIE kzof(S) (Z)xk(l gk

Cette expression est bien polynomiale de degré au plus n.

2. Comme f est continue sur le segment [0, 1], elle y est uniformément continue par le théoréme
de Heine. D’ot1 le résultat.

3. e Légalité|Bu(f)(x)— f(x)] = ‘E(f(
fait que E(f(x)) = f(x) (car f(x) est une constante).

X
X ) - f(x)) ‘ vient de la définition de B, (f)(x) et du
n

X X
. L’inégalité|E( ( ’”‘) f(x))|<E(| f( ’“‘) f(x)|)vientde I'inégalité triangulaire.

. L’égalitéE(|f(XZ'x)—f(x)‘)=E(|f(%)—f(x)'ﬂAn,x)+E(|f(XZ' ) (x)(ﬂ )Vlent

deceque 1=1,,, +1;—etdelalinéarité de I'espérance.

4. )f(X"’x

de6,0na‘f(

| < 0. Dans ce cas, par définition

n,x

XZ'X) - f@| = 3. Donc, \f(XZ'x) - f@a,. =

I’espérance, son espérance aussi est inférieure ou égale a >

& .
3 Donc, par croissance de

X Xn,x
5. Par inégalité triangulaire, on a |f( ) f(x)’ﬂ— (f (T) + If(x)l)ﬂm <2/ flleot5—

Par croissance de ’espérance, on a donc
(|f( ) f(x)|1])<2||f||ooE(1]A ) =2 fllooP (A, x)-

6. Parl'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a

V(Xnx)  nx(1-x) - 1
n262  n262 4nd2

P(Ap,x) = P(IXy,x — nx| > nb) <

1
carx(1-x)<-sixe|0,1].

En combinant les inégalités des questions 3, 4 et 5, on a le résultat.
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. Ftant fixés € et 8, la quantité
2né?

1fleo _ €

tend vers 0 quand 7 tend vers +oo. Dong, il existe N € N

né2 =~ 2’
Alors, pour n = N, on a |B,(f)(x) — f(x)| < &. Ceci est indépendant de x ; donc pour n =
N, B (f) - flleo < €. Donc B, (f) converge uniformément vers f, quand 7 tend vers +oo.

tel que pour tout n = N,

Le théoreme de Weierstrass est démontré pour [a, b] = [0,1] puisqu’'on a vu que les B, (f)
étaient des applications polynomiales.

Passons au cas général. On considere f € €([a,b],R). La fonction g : x — f(a+ x(b- a))
est continue sur [0,1]. On peut donc considérer une suite P, de fonctions polynomiales
convergeant uniformément vers g sur [0, 1]. Pour tout n € N, on pose maintenant Q,(x) =

Pn(x—a

). Alors, les Qy, sont des applications polynomiales et

VxelablIf ()= Qu(0l =18 (=) = Pu(7==) 1= 1§~ Pulo,

la norme infinie étant prise sur [0,1]. Ceci montre que Q, tend uniformément vers f sur
la, b].
On a juste reparamétré le segment [a, b] par le segment [0, 1].

~—Si na = ons ena

P, #mpli verpsgce de syaluant e ~E€x., On trouve que ¢y, =

onc, sage Wa i€, f > T
n

N

(S [ T
eN, S, (7= cn(f)eg, donc Sy, ( n polyno ono
kl=n
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