
MPSI 3 Feuille d’exercices 2025–2026

Familles sommables

1 Sommabilité

EXERCICE 1. ♣ –  G## Étude de sommabilité
Les familles suivantes sont-elle sommables (α> 0) ?

1.

(
2n +3m

(n +m)!

)
n,m∈N

2.

(
1

n2 −m2

)
n,m∈N∗

n ̸=m

3.

(
1

(n2 +m2)α

)
(n,m)∈(N∗)2\{(0,0)}

4.

(
1

r 2

)
r∈Q∩]1,+∞[

EXERCICE 2.   G# Théorème de réarrangement de Riemann
Soit

∑
un une série semi-convergente, soit ℓ ∈R.

Montrer qu’il existe une bijection φ :N→N telle que
+∞∑
n=0

uφ(n) = ℓ.

EXERCICE 3.   G# Séries d’Eisenstein
On définitH= {

z ∈C | Im z > 0
}
.

1. Soit k un entier et z ∈H. Montrer qu’il existe Az ∈Z tel que

∀(a,b) ∈R2 \ {(0,0)},
1

| az +b |k ≤ Az

max
( | a |, | b | )k

.

2. Soit k ≥ 3 un entier et z ∈H. Montrer que la famille

(
1

(nz +m)k

)
(n,m)∈Z2\{(0,0)}

est sommable.

3. Soit Gk :H→C, z 7→ ∑
(n,m)∈Z2\{(0,0)}

1

(nz +m)k
. Calculer Gk quand k est impair.

4. On suppose k pair. Montrer que lim
y→+∞Gk (i y) = 2ζ(k).

2 Calculs de sommes de familles sommables

EXERCICE 4.  G## Une somme double

Soit p ≥ 3 un entier. Calculer
+∞∑

m=1

+∞∑
n=m

1

np+1 .

EXERCICE 5.   # Une expression de ζ(3)

Montrer que
∑

n,m∈N∗

1

nm(n +m)
= ∑

n∈N∗

Hn

n2 = 2
∑

n∈N∗

Hn

(n +1)2 = 2ζ(3).

EXERCICE 6.   G# Une somme avec l’indicatrice d’Euler

Calculer
+∞∑
n=1

φ(n)

2n−1 .

1


