MPSI 3 Devoir maison 2026-2027

DM 1 - Modes de raisonnement

Exercice 1. — Théoreme de Zeckendorf

On note (Fy,) zen la suite de Fibonacci définie par
Fy=0, Fi=1, Foio=F,1+F,.
1. On commence par calculer les premiers termes :

Fo=0, Fi=1, F=1, F3=2, F=3 Fs=5 F=8 F,=13, Fy=21, Fq=34.

On obtient alors
17=134+3+1=F,+ F1+ F,

et
52=34+13+5=Fy+ F; + Fs.
2. Par récurrence double immédiate, la suite de Fibonacci est a valeurs entieres positives.

Pourtoutn=1,
Fpy1—Fn=Fy-1=0.

La suite (F;),>1 est donc croissante.

Comme F; =1,ona

Pour n =2,
Fpyi—Fy=Fp1=1.

Ainsi, la suite (F,),>2 est strictement croissante.

Comme la suite est a valeurs entieres et strictement croissante a partir du rang 2, on obtient
par récurrence
Vn=2, F,=zn-1.

Soit n € N*. Considérons
A={keN|F < n}.

D’apres I'inégalité précédente, cet ensemble est fini. Il est non vide, donc il admet un plus
grand élément, noté k.

Par définition,

et, par maximalité de k,



Ainsi,
Fr<n<Fpyq.

De plus, k #0 et k # 1, car sinon Fi;; =1 etI'inégalité
n<Fin
imposerait n = 0, ce qui est impossible puisque n = 1.

. On montre par récurrence forte sur n € N* que tout entier n admet une décomposition de
Zeckendorf.

Initialisation. Pour n =1,
1=F,,
qui est bien une décomposition de Zeckendorf.
Hérédité. Soit n = 1, et supposons que tout entier de {1,..., n} admet une décomposition de
Zeckendorf.

D’apres la question précédente, il existe k = 2 tel que

Fir=n+1<Fjpy;.

Si n+1 = Fy, alors on dispose immédiatement d'une décomposition de Zeckendorfde n + 1.

Sinon, posons m=n+1-F. Ona 1l < m < n donc, par hypothése de récurrence, m admet
une décomposition de Zeckendorf.

Par ailleurs,
m<n+1-Fiy<Fry —Fr=Fr.

Le plus grand terme de Fibonacci intervenant dans la décomposition de m est donc d’indice
auplus k—-2.

En ajoutant Fy a cette décomposition, on obtient une somme de nombres de Fibonacci
dont deux indices consécutifs different d’au moins 2 : c’est donc une décomposition de
Zeckendorfde n+1.

Ainsi, tout entier n = 1 admet une décomposition de Zeckendorf.

. On montre, pour tout n = 1, les deux identités

F2n_1: Z Fk)
2sk=2n-1
k impair

et
Fops1—1= )Y Fy.
2<sk=2n
k pair
On peut les obtenir par récurrence, mais une somme télescopique donne une preuve plus
directe.



En effet,

n—1
Y. Fe=) Bia.
i=1

2<k<2n-1
k impair
Or
Foiv1 = Fojyo — Foj.
Ainsi,
n-1 n-1
Y Bin=) Poia—-F)=Fy-F=F,-1.
i=1 i=1
De méme,
n
Y. Fe=) Py
2<k<2n i=1
k pair
et, puisque
Foi=Fjv1— Foj-1,
on obtient

n
Y FBi=Fp—Fi=Fop - 1.
i=1

. On montre par récurrence forte sur n = 1 I'unicité de la décomposition de Zeckendorf de n.

Initialisation. Comme Fj,, = 2 pour tout m = 3, le seul terme pouvant apparaitre dans une
décomposition de 1 est F,. Ainsi
1=F,

est 'unique décomposition de Zeckendorf de 1.

Hérédité. Soit n = 1, et supposons que tout entier de {1, ..., n} possede une unique décomposition
de Zeckendorf.

Considérons deux décompositions de Zeckendorfde n+1:

N M
n+l= ZFki = ZF[].,
i=1 j=1

ki <---<kp, b1 <<y,
et ou1 deux indices successifs different d’au moins 2.

Il suffit de montrer que
kn="20u.

En effet, on pourrait alors soustraire le terme commun
Fy, =Fy,,
aux deux décompositions et appliquer I’hypothése de récurrence a

n+1-Fg,.



Supposons donc, par I'absurde, que
kn#€um.

Par symétrie, on peut supposer
k N > ¢ M-

Comme la suite de Fibonacci est strictement croissante a partir de I'indice 2,

FkN 2F'gM-i-l'

D’autre part, puisque les indices de la seconde décomposition sont espacés d’au moins 2,
O is Oy —2].

Par croissance de la suite de Fibonacci,
FéM—j < Fpy-2j-

Ainsi,

D’apreés la question précédente,

Y. Fr=Fp-1
2<k<ly
k=0y[2)

On en déduit

F[M+ISF]CNS

M=

M
Fki=ZF[jSF[M+1—]_,
1 j=1

l
ce qui est absurde.

Donc
kn=42p.

Apreés soustraction du plus grand terme commun, ’hypothése de récurrence assure 1'égalité
des deux décompositions restantes.

Ainsi, tout entier n = 1 posséde une unique décomposition de Zeckendorf.

Exercice 2. — Une équation fonctionnelle

1. Soit y € R. La propriété 2 obtenue en substituant0 a x et y— f(0) a y donne :
fO+fly—fOn)=fO)+y-fO)=y.
Ainsi, f(y— f(0)) est un antécédent de y par f.

2. Ensubstituant0a x et a a y dans la propriété 22, ona f(f(a)) = f(0)+a, donc f(0) = f(0)+a,
et finalement a = 0.



3. Soit x € R. En utilisant la propriété 22, on a f(0+ f(x)) = f(0) +x. Comme on sait que f(0) =0
(car 0 a un antécédent dont on vient de montrer qu’il ne peut étre que 0), on en déduit que

f(f(x)=x.

4. Soient x, y € R. La propriété &2 donne :

Fx+ O =)+ f.

Le caractere involutif de f permet de simplifier le premier membre : on a f(x+y) = f(x) +

f.

5. Soit g : R — R une fonction involutive et additive. Soient x, y € R. On a
gx+g8(y)=8x)+g8(g(y)=8x)+y,
en utilisant I'additivité puis le caractere involutif. Donc, g vérifie la propriété 2.

6. Soit x € R. Si f(x) = x, alors par croissance, x = f(f(x)) = f(x) et donc f(x) = x. De méme, si
fx)=x, x=f(f(x) < f(x) etdonc f(x) = x. Ainsi, Vx e R, f(x) = x.
On remarque qu'on utilise seulement le caractere involutif et la croissance de f .

7. (@ SoitxeR.Ona f(x+ f(x)) = f(x)+ f(f(x) = f(x) + x, par additivité et involutivité de
f- Donc, x+ f(x) est un point fixe de f.

(b) Comme f est décroissante, elle ne peut avoir qu'un seul point fixe ; en effet si a < b sont
deux points fixes, on a f(a) = a = f(b) = b par croissance, ce qui est absurde. Or, on sait
déja que 0 est un point fixe de f. Ainsi, Vx e R, f(x) + x =0. Etdonc, Vx e R, f(x) = —x.

8. Elles existent mais on ne peut pas en construire d’exemples explicites. On verra plus tard
qu'une fonction additive f : R — R est automatiquement un endomorphisme Q-linéaire de
R et on ne sait pas construire d’exemples non triviaux de tels endomorphismes (autres que
les fonctions x — ax, ou a € R.)
Il est tout a fait normal de ne pas comprendre cette réponse.

Exercice 3. — Démonstration d’assertions

1. On affirme que deux réels quelconques sont toujours racines d'un méme polynéme de degré
2 a coefficients réels. C’est vrai.

Soient x, y € R. On définit
P=(X-0X-p)=X>-(x+y»X+xy.

Alors, par construction, x et y sont racines de P.

Ainsi, en posant
a=1, b=-(x+y), c=XxY,

on a bien
ax’*+bx+c=ay*+by+c=0.



2. On affirme qu’étant donnés deux réels s et p, on peut trouver deux réels x et y de somme s
et de produit p. C’est faux.

Prenons s =0 et p = 1. Si x et y sont réels et vérifient
x+y=0,
alors

y=-x

donc
Xy = ~x*<0.

Il est donc impossible d’avoir simultanément

x+y=0 et xy=1.

3. On affirme qu’étant donnée une aire A > 0, on peut trouver un rectangle ayant cette aire et
dont le périmeétre est minimal parmi les rectangles ayant cette aire. C’est vrai.

Soit A > 0. Considérons le carré de coté V'A. Son aire vaut bien A et son demi-périmétre vaut

2VA.

Soit maintenant un rectangle quelconque de c6tés c,d > 0 et d’aire A. Alors
cd=A.
Par I'inégalité arithmético-géomeétrique,

c+d=2Vced=2VA.

Ainsi le demi-périmetre de tout rectangle d’aire A est supérieur ou égal a celui du carré de

coté VA.

Le carré est donc un rectangle de périmetre minimal parmi les rectangles d’aire A.



