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DM 3 - Nombres réels

1 Théorème de Beatty

On dit de deux parties A et B d’un ensemble E qu’elles forment une partition de E si A et B sont
non vides, A ∩B =; et A ∪B = E . Si α > 1 est un réel, on note Bα = {⌊nα⌋,n ∈N∗}

. Si m ∈N∗, on
note fα(m) le nombre d’entiers p ∈ Bα tels que p ≤ m.

On cherche à démontrer le théorème de Beatty :
Soient α,β > 1. Les ensembles Bα et Bβ forment une partition de N∗ si, et seulement si, α et β sont

irrationnels et vérifient
1

α
+ 1

β
= 1.

1. Soient α> 1 un réel, m ∈N∗. Montrer que fα(m) vérifie :

m +1

α
−1 ≤ fα(m) < m +1

α
.

2. En déduire que la suite

(
fα(m)

m

)
m∈N∗

converge, vers un réel que l’on précisera.

Soient α,β> 1 tels que Bα et Bβ forment une partition deN∗.

3. Montrer que
1

α
+ 1

β
= 1.

4. Montrer que
α

β
est irrationnel, puis que α et β le sont.

On suppose maintenant que α,β > 1 sont deux irrationnels tels que
1

α
+ 1

β
= 1 (et on ne fait plus

d’hypothèses sur Bα et Bβ).

5. Montrer que Bα et Bβ sont disjoints.

6. Montrer que pour tout m ≥ 1, fα(m)+ fβ(m) = m, puis conclure.

2 Inégalités sur des sommes de R

On fixe n ∈N∗ et on considère a1, . . . , an et b1, . . . ,bn des réels.

Pour tout k ∈ �1,n�, on note Bk =
k∑

i=1
bi , m = min

1≤k≤n

{
Bk

}
et M = max

1≤k≤n

{
Bk

}
.

1. Montrer que
n∑

k=1
ak bk = anBn +

n−1∑
k=1

(ak −ak+1)Bk .
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On suppose désormais que les ak sont positifs et rangés par ordre décroissant :
0 ≤ an ≤ an−1 ≤ ·· · ≤ a1.

2. Montrer que a1 ×m ≤
n∑

k=1
ak bk ≤ a1 ×M .

3. En déduire que
∣∣∣ n∑

k=1
ak bk

∣∣∣≤ a1 max
1≤k≤n

|b1 +·· ·+bk |.

On définit m′ = min
1≤k≤n

{
b1 +·· ·+bk

k

}
et M ′ = max

1≤k≤n

{
b1 +·· ·+bk

k

}
.

4. Montrer que m′ n∑
k=1

ak ≤
n∑

k=1
ak bk ≤ M ′ n∑

k=1
ak .

3 Une caractérisation des intervalles (facultatif – ne sera pas corrigé)

On considère les deux propriétés suivantes, portant sur une partie A de R :

i) ∀x, y ∈ A,
x + y

2
∈ A ; ii) ∃a < b ∈R : [a,b] ⊂ A.

1. Préliminaires. Les exemples sont à justifier.

(a) Donner un exemple d’une partie B de R vérifiant ii) mais pas i) ;

(b) Donner un exemple d’une partie C de R, contenant au moins 2 points, vérifiant i) mais
pas ii).

(c) Soient u < v deux réels. On note I =]u, v[. Montrer que I vérifie i) et ii).

On suppose désormais que A ⊂R vérifie i) et ii) et on souhaite montrer que A est un intervalle. On
fixe a < b deux réels comme dans ii).

2. Soit x ∈ A tel que b < x et x −b ≤ b −a. On souhaite montrer que [b, x] ⊂ A.

(a) Montrer que

[
b,

b +x

2

]
⊂ A.

(b) Pour tout n ∈N, on pose bn = b + (2n −1)x

2n . Quelle relation simple y a-t-il entre x, bn et

bn+1 ? Montrer que ∀n ∈N, [bn ,bn+1] ⊂ A.

(c) En déduire que [b, x] ⊂ A.

3. On considère de nouveau un réel x ∈ A tel que b < x mais on ne suppose plus x −b ≤ b −a.
On souhaite encore montrer que [b, x] ⊂ A.

(a) Pour tout n ∈N, on définit xn = (2n −1)b +x

2n . Montrer que

∀n ∈N, xn ∈ A et xn −xn+1 ≤ xn+1 −a.

(b) Montrer qu’il existe n0 ∈N tel que xn0 −b ≤ b −a.

(c) En utilisant la question 2., en déduire que pour tout n ∈ �0,n0�, [b, xn] ⊂ A.

On montre de façon analogue que si x ∈ A est tel que x < a, alors [x, a] ⊂ A.

4. En déduire que A est une partie convexe de R et conclure.
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