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DM 3 - Nombres réels — Corrigé

1 Théoreme de Beatty

On rappelle que, pour a > 1,
Bq ={lnallneN",

et, pour me N,
fa(m)=|{p€Ba | p<mj|.

1. Commengons par remarquer que si z, p sont deux entiers distincts, alors
lnal # lpal.
En effet, on peut supposer, par symétrie, que n < p. Alors
pa—na=(n+l)a-na=a>1,

de sorte que pa et na ne peuvent pas avoir la méme partie entiére.

On en déduit que
fa(m) = |{neN* | lna] < mj|.

Soit n € N*. On a les équivalences suivantes :

m+1
lnal<m—na<m+l<<=n<
a
. m+1 . o 5
e Si est un entier, cela équivaut a
m+1
l<sn< -1,
a
. m+1 .
etilya — 1 valeurs possibles pour n.
.m+1 . I R
e Si n’est pas un entier, cela équivaut a
{ m+ 1J
l=sn=s ,
a
etilya

=)

Dans les deux cas, ce nombre de valeurs f;, (m) vérifie bien la double inégalité

valeurs possibles pour n.

m+1 m+1
-1=< fy(m)<




2. Soit m € N*. On a donc, en divisant par m l'inégalité précédente :
1 1 1 m 1 1
1, 1 _fum 1.1
a ma m m a m
1
Les membres de gauche et de droite tendent vers — quand m tend vers I'infini. Par le théoréeme
a
des gendarmes, on a donc

lim fa(m) _ 1

m—+oo m a

On suppose désormais que a, § > 1 sont tels que B, et Bs forment une partition de N*.
3. Soit m e N*. Comme B, et Bg forment une partition de N*, I'union
{peBylp=miu{peBg|lp=m}
est disjointe et vaut [1, m]. Donc, en prenant les cardinaux :
VYm e N¥, fa(m)+ fg(m) = m.

En divisant par m et en faisant tendre m vers I'infini, on obtient I'égalité

1 1
—4-=1)
a

d’apres la question précédente.

@ . o
4. Supposons par I'absurde que B est un nombre rationnel, qu’on écrit sous la forme

p *
==, p,geN".
q

=R

On adonc ga = pf et donc
lgal = Lppl.
Cet élément est donc commun a By et Bg, ce qui contredit le fait que ces deux ensembles

C o . .
sont disjoints. Donc — est un nombre irrationnel.

De I'égalité

l+l:1,
a p
on obtient
1+g:(x.
B

Ainsi, a estirrationnel. De méme, § est irrationnel.

On suppose maintenant que « et § sont deux irrationnels strictement plus grands que 1 tels
que
1 N 1 )
a B
et on ne fait plus d’hypothese sur B, et Bg.



5. Par I'absurde, supposons I'existence d'un élément n € B, N Bg. On peut donc trouver p, g €
N* tels que
n=|pal et n=1qpl.
On adonc
nspa<n+l et n<qgf<n+l.

En divisant la premiere inégalité par a et la deuxiéme par :

25p<2+l et 2sq<£+l.
a a « B B B
En sommant les deux inégalités et en utilisant que
l + l o 1’
a B

on obtient
nsp+q<n+l.

Comme n, p et g sont des entiers, c’est absurde. Donc

Funty=o]

6. Soit m € N*. On somme les inégalités de la question 1, pour « et §, et on obtient :

1 1 1 1

(m+1)(;+B)—l—lsfa(mhfﬁ(m) < “’””(E*B)'

D’ou
m-1< f,(m) +fﬁ(m) <m+1.
Et donc
fam)+ fplm)=m—-1 ou  fa(m)+ fg(m)=m,
car fo(m) et fﬁ(m) sont entiers.
Mais si on avait
fa(m) + fg(m) =m—1,

on aurait les deux égalités

m+1 m+1

p

fa(m) = 1 et fp(m)= 1,

qui contredisent I'irrationalité de a et 5. Donc,

VvmeN*,  fo(m)+ fg(m)=m|

Soit m € N*. Comme les ensembles B, et Bg sont disjoints, c’est aussi le cas des ensembles
By N1, m] et Bgn[1,m].

Comme la somme de leurs cardinaux vaut m, cardinal de [1,m], on en déduit que tout
élément de [1, m] est dans B, ou Bg. Le raisonnement étant valide pour tout m € N*, les
ensembles B, et Bg forment une partition de N*.

La question 4 montrait un sens du théoreme de Beatty, celle-ci montre l'autre sens. On a
donc démontré ce théoreme.



2 Inégalités sur des sommes de R

1. Pour tout k € [1, nl, on a by = By — Br_1, avec par convention By = 0. Donc,

n n—1 n—1
Y acbi= Z ai(Bg — Bg-1) = Z aiBx— )Y agps1Be=anB,— a1Bo+ Y_ (ar — ax+1) By
k=1 k=1 k=1 =0 k=1

Comme By =0, ceci conclut.

2. Pourtout k€ [1,n], ona m < By < M. Comme a, et les ay — ar,; sont positifs, on déduit de
I’égalité précédente que :

n-1 n-1
apm+ Y (ag— A1) M < Z agbg < apM+ ) (ax— ags1) M.
k=1 k=1 k=1

Par téléscopage, le membre de gauche vaut a; m et celui de droite a; M, d’ot la conclusion.

3. Notons M, la quantité mkax |by+ -+ bg|. Pour tout k,ona by +---+ by < |by +---+ by| < M,.
1<

Comme c’est vrai pour tout k, on en déduit que M < M.

Par ailleurs, pour tout k, ona —(b; +---+by) < M,. Etdonc, —-m = 1mkax{ (b1+--+b)} < M.
<k<n
Ainsi, m = —-M,.

Aveclesinégalités précédentes, onadonc: —a; x M, < Z aipbi < a;xM,. Donc, | <
k=1 k=1
Mg, ce qu’il fallait démontrer.
4. On réécrit la question 1, comme :
B n—1
Z ukbk =nan X 7 + Z k(dk ak+1)—
k=1

B
Pour tout k, on a 'encadrement m’ < Tk < M'. De plus, les a — ay,; et a, sont positifs. On

en déduit '’encadrement :

n-1
na, x m' + Z k(ay— ags1)m' < Z apby < na, x M’ + Z k(ay—ars1)M'.
k=1 k=1 k=1
n-1 n-1
Or, Zk(ak—akH) = Zkak— Z(k—l)ak— ar—-(m-Dap,+ ) ap= Zak—nan D’olt
k=1 k=2 k=2 k=1

r encadrement annonceé.

3 Une caractérisation des intervalles

1. Préliminaires.

(a) Onnote B =[0,1]u{2}. Alors, [0,1] < B, donc B vérifie ii). Mais 1 et 2 sont dans B tandis
1+2 3

que — =3 n'y est pas, donc B ne vérifie pas i).

(b) On considére C = Q. D’'une part, C vérifie i) car la moyenne de deux rationnels est
un rationnel. D’autre part, C ne vérifie pas ii) : en effet, si C contenait un intervalle
[a, b] avec a < b, cet intervalle ne contiendrait aucun irrationnel, ce qui contredirait la
densité de R\ Q dans R.



x+y v+v
Xy

. Xty
= vetde méme > u. Dongc,

(c) Soientx,ye I. Alors, u < x,y < v.Donc,

xX+y o . ) 2u+v u+2v
€ I; donc I vérifie i). Comme I contient par exemple le segment [ 3 3

I vérifie aussi ii).

) b+x - e
2. (a) Soit u e Rtel que b < u < ——. Alors, u est le milieu du segment d’extrémités x et
b+ x

u—(x—u)=2u-—x. Comme u < , 2u—x < b. De plus, x vérifie par hypothese

x—b<b-adoncx<2b-a,donc—x=a-2b.Deslors,2u—x=2u+a—2b= a. Ainsi,
2u—x€ [a,b]. Donc, 2u — x et x sont tous deux dans A, donc leur milieu © aussi. On a
montré I'inclusion souhaitée.
by+x b+2Q"-Dx+x b+ -1x
(b) Ona = 2n+1 = 2n+l
neN, [by, by+1] € A par récurrence forte sur n :

= by+1. On montre que pour tout

e Pour n =0, il s’agit de la question précédente.

¢ Soit n € N tel que pour tout k < n, [by, bg+1] < A. Alors A contient [a, b] et 'union
de tous les [bg, bi41], pour k € [0, n], donc [a, by+1] € A.
Comme b,y > betque x—b < b-a, onaaussi x—bpy1 < by —a. On peut

donc appliquer la question précédente en remplacant b par by+1. Comme b4 =

bpi1 +x
L, on en déduit que [by+1, by+2] < A.

(c) La suite (by,) est strictement croissante et de limite x. De plus, by = b. On en déduit
que tout élément y € [b, x[ est dans (exactement) un [by, by+1] pour un n € N. Par la
question précédente, [b, x[c A. Comme par hypothése x € A, [b, x] c A.

3. (a) Comme précédemment, x,; est le milieu du segment d’extrémités b et x,. De plus,
Xp = x. Par une récurrence immeédiate, on a x, € A pour tout n € N.
Deplus,sineN, x, —Xp11 =Xp+1—b<xp+1—acara<b.
(b) Comme (x;) tend vers b, on a li’rln(xn —b) =0 < b—a. En particulier, il existe un rang ng
tel que x,,—b<b-a.
(c) On proceéde par récurrence descendante sur 7 € [0, ngl.
e Parla question précédente et la question 2.a), on a [b, x,,]  A.
¢ Soit n € [1, ngl tel que [b, x,] < A. Alors, on a aussi [a, x;] € A. Comme X1 — X, <
Xp—a,ona[x,, x,—1] € Aparla question 2.c). Et donc aussi [b, x,,—1] < A., ce qui
conclut I'hérédité.

4. Soient x < y € A. On doit montrer que [x, y] € A. On distingue différents cas :

* Six < y<a,alors [x,a] c Apar ce qui précede. En particulier, [x, y] c A.
e Six<a=<y<b,alors [x,a]l c Aetdonc aussi [x,y] € Acar [a, y] < [a, b].
e Sixsas<b<y,onalx,alc A lablcAet[b y]lcAdonc[x,y]cA.

* Les autres cas sont analogues.

Ainsi, A est une partie convexe de R. Donc, A est un intervalle de R.

Remarque. Cette derniere question est assez artificielle. Il est plus naturel de démontrer
directement que A est un intervalle en imitant la preuve du cours de la caractérisations
intervalles = convexes, plutot que de passer par la convexité.



