MPSI 3 Devoir maison 2026-2027

DM 8B - Asymptotique de la série des inverses des nombres premiers

On désigne par PP I'ensemble des nombres premiers et, pour n € N*, par P, 'ensemble PN [1, n].

1
Le but du probleme est de déterminer un équivalent de Z —, quand n — +oo.
peP, p

1 Préliminaires analytiques

1 k+1
1. En comparant, pour tout k € [1, n], les valeurs de el et f e montrer que
k

2. Montrer de maniere analogue que

n
nlnn-n< Zlnks nlnn—-n+1+Inn.
k=1

En déduire que

2 Minoration

1
Soit n € N*. Jusqu'ala fin du probleme, onnote A, = ) —etH,=) —.
peP, P -1k

3. Soit m € N*. Montrer qu'il existe r € [1,[vm]], k€ Net py,..., pr deux a deux distincts dans
P, tels que m = r’py ... pi.

4. En déduire l’inégalité suivante :
\f 1 ( 1_[ ( 1 ))
r=1 r peP, p '

N
1
5. Montrer que Z s <2, pour tout N = 1.

1
6. En déduire que e’ = EHn'



3 Majoration

Soit n € N*. Pour tout k € N*, on note f; 'application définie de P,)* dans N* par

fe:(p1--o, PE)— P1--- Pk-

7. Soit k € N*. Identifier les éléments de I'image de f; et montrer qu'un élément dans I'image
de fi a au plus k! antécédents.

Ak
8. Soit k € N*. Déduire de la question précédente que 7’;‘ < H,, puis que

A, < (Y5 + kInm) k.

Pour tout n > e°, on pose ky, = [Inlnn)].

ok Inlnn

9. Montrer que (kj, , quand n — +oo.

In(1 + k,lnn)
10. Montrer que — — 1, quand n — +oo.
n

4 Conclusion

1
11. Montrer' que Y — ~Inlnn, quand n— +co.
peP,

IRésultat da a Euler, publié en 1744.



