MPSI 3 Devoir maison 2023-2024

DM 1 - Modes de raisonnement

Exercice 1. — Décomposition de Zeckendorf

1. On commence par calculer les termes de la suite de Fibonacci: Fy =0; Fi=1;F,=1;F3=2
;F4=3;F5=5;F6=8;F7=13;Fg=21;F9=34.

Ontrouveque 17=13+4+3+1=F,+ F4+ Foet52=344+13+5=Fy+ F; + F5.

2. Parunerécurrence double immédiate, on montre que la suite de Fibonacci prend des valeurs
entieres positives. Alors, pour tout n = 1, F,y, — F,, = F;,_; = 0, donc la suite (Fp)en+ €St
croissante.

Comme F; =1,onadonc: Vn=1,F, = 1. On peut alors étre plus précis. Soit n =2. On
a Fy1 — F, = F,—1 = 1. Dong, la suite (F,),>2 est strictement croissante. Comme elle est a
valeurs entieres, on en déduit, par une récurrence simple immeédiate, que :

Vn=2F,=zn—-1.

Soit n € N*. L'ensemble A = {k € N | F; < n} est donc une partie finie de N. Elle admet donc
un plus grand élément qu’on note k. Alors Fy < n par définition et Fr.,, > n puisque k+1 ¢ A.
On a donc bien

Fr<n<Fiy;.

De plus, k n’est pas égal a 0 ou 1 : sinon on aurait Fx;; = 1 et donc n = 0, ce qui contredit
I'hypothese.

3. On procede par récurrence forte sur n € N*. La propriété de récurrence est I'existence d'une
décomposition de Zeckendorf pour I'entier n.
Initialisation : pour n = 1, on constate que 1 = F, est une décomposition de Zeckendorf.

Hérédité: soit n = 1 tel que tout entier k € [1, n] admette une décomposition de Zeckendorf.
Par la question précédente, on peut trouver k = 2 tel que Fy < n+1 < Fyy1.

Si on a égalité n + 1 = Fi, c’est une décomposition de Zeckendorf de n + 1. Sinon, on pose
m=(n+1)—Fy. Comme m € [1, n], il admet une décomposition de Zeckendorf (qu’on fixe
une fois pour toutes). De plus, m < Fy,1 — Fx = Fy_1, donc le plus grand terme dans la
décomposition de Zeckendorf de m est au plus d’indice k — 2. Ainsi, la décomposition de
Zeckendorf de m, augmentée de Fy, est une décomposition de Zeckendorf de n + 1.

Ceci acheve la récurrence : tout entier n = 1 admet une décomposition de Zeckendorf.

4. On va distinguer les n pairs et impairs. Pour n € N*, notons & (n) la propriété :

2n-1 2n
Fop-1= Y FretFoya-1= ) F

k=2 k=2

k impair k pair

On montre que pour tout n = 1, 2(n) est vraie, par récurrence sur 7.



Initialisation: F> —1=0, qui est bien égal alasommevideet F5—-1=2-1=1=F,.

Hérédité : soit n e N”* tel que P (n) est vraie. Alors,

2n-1 2n+1
Fopso=Fon+Fop1= ), Fe+Fop= ), Fr
k=2 k=2
k impair k impair
2n 2n+2
Fopss=Fops1+Fonsa= ), Fx+Fopio= ) Fr.

k=2 k=2

k pair k pair

Ceci montre bien 22(n + 1) et conclut la récurrence.

Or, la question revient a démontrer que, pour tout n = 1, 2(n) est vraie. Ceci est donc
démontré.

. On procede par récurrence forte, en notant, pour n = 1, 22(n) la propriété stipulant I'unicité
de la décomposition de Zeckendorf de n.

Initialisation: comme pour tout n = 3, F;, = 2, seul F» peut apparaitre dans une décomposition
de Zeckendorf de 1. Donc 1 = F, est la seule décomposition de Zeckendorf de 1.

Hérédité : soit n =1 un entier tel que 22(k) est vrai pour tout k € [1, n]. Considérons deux
décompositions de Zeckendorfde n+1:

N M
n+l= ZFki = ZFlj’
i=1 i

ouVie[l,N-1],F,, = F,+2etVje[l,M-1LF, = F,.

i+l —
Si on parvient a montrer que ky = Iy, on pourra soustraire le terme Fy, = F;,, a n+1
et obtenir deux décompositions de Zeckendorf de n + 1 - F,,. Lhypothése de récurrence
permettra alors de conclure.

Tout revient donc a montrer que ky = Ip;. Supposons par 'absurde qu'’ils soient distincts.

Par symétrie, on peut supposer que ky > Iy et donc Fy, = Fj, +1. Considérons la somme
M

Z Fj,. Comme deux indices successifs de cette somme ne sont pas consécutifs et comme la
j=1

suite de Fibonacci est croissante, on en déduit F;,, | < F;,,_», puis Fj,, , < F;,,_4, etc. Par une
récurrence finie immédiate, on a:

Vjell,M—- 1H»FZM,1- < FIM—Zj'

M M-1
Ainsi, Z Fy, = Z Fy,,—2j- Or, cette derniére somme est inférieure a
j=1 Jj=0

v

Y Fy=Fpa-1,
k=2
k=1y[2]
d’apres la question précédente. D’ou les inégalités :

N M
Fj, 1 =F, = Z Fy, = Z Flj =F,+sq1-1
i-1 im1



C’est absurde.

Ceci conclut la récurrence : tout entier n € N* admet donc une unique décomposition de
Zeckendorf (I'existence a été prouvée précédemment).

Exercice 2. — Vrai/Faux

1. C’est faux en général. Les fonctions f et g définies sur R par Vx € R, f(x) = g(x) = x sont
croissantes.
Comme -2 < letque (fg)(—2)=4>(fg)(1) =1, lafonction fg n’'est pas croissante.

2. C’est vrai. Notons z; = x1 + 1)) et zp = xp + i) les écritures algébriques de z; et z,. Comme
z1 +zy estréel,ona y; + y» =0,donc y, = —y;.
On a alors 2122 = (X1 +iy1) (X2 —iy1) = X1 X2 — yf +1y1(x2 — x1). Comme z;2p est réel, on a
¥1(x2 — x1). De plus, y; # 0. En effet, sinon on aurait aussi y, = 0 (car y» = —y;), contredisant
le fait que I'un au moins des z; n’est pas réel. Comme y; # 0, on a donc x; — x; =0.
Finalement, z; = x; +iy; et zp = X1 —iy1 : 21 et zp sont conjugués.

3. C’est vrai. Soit n € N un entier impair. On procéde par disjonction de cas selon que n est
congru a 1 ou 3 modulo 4.

e Sin=1[4], on écrit n =4k +1, avec k € N. Alors n? = 16k> + 8k + 1, de sorte que n°> -1 =
8(2k? + k) est divisible par 8.

* Si n =3[4], on écrit n = 4k + 3, avec k € N. Alors n® = 16k* + 24k + 9, de sorte que
n? —1=28(2k?+3k+1) est divisible par 8.

4. C’est faux. Il suffit de poser xo = —4. Ona x(z, =16 =9, mais xp < 3.

Exercice3.- f(x)f(y)— f(xy)=x+y

On procede par analyse-synthése.

* Analyse. Soit f une fonction vérifiant cette assertion. En prenant x = y = 0, on obtient :
f(0)?= f(0)=0. Onadonc f(0)=0ou f(0) =1.
En prenant x =1 et y =0, on obtient f(1) f(0) — f(0) = 1 ; on ne peut donc pas avoir f(0) =0.
Dong, f(0) =1.
Soit x € R. En prenant ce x et y = 0 dans I’assertion vérifiée par f, on obtient

f)f0)=f(0) =x.
Donc, VxeR, f(x) =x+1.

¢ Synthese. On note f la fonction définie de R dans R, par Vx e R, f(x) = x+ 1.
Soient x, y € R. On calcule

fROfM-fay=x+Dy+D-(xy+1)=x+y.
Ainsi, f est solution de I'équation fonctionnelle.

Ainsi, f:R— R, x— x+ 1 est'unique solution de I'équation fonctionnelle.



Exercice 4. — Tdche de sélection de Wason

Laffirmation est réfutée ssi on peut trouver une carte portant un D sur une face et un chiffre
différent de 5 sur 'autre. Comme chaque carte affiche une lettre sur une face et un chiffre sur
'autre, les seules cartes pouvant réfuter I’affirmer sont donc celles affichantle D etle 7.

11 faut et il suffit donc de retourner les deux premieres cartes.



