MPSI 3 Devoir maison 2023-2024

DM 2 - Formule d’inversion de Pascal et transformation de Fourier

Exercice 1. -

1. Soit g € [0, n — k]. On remarque que
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n—k —k
e, n) = Z(—l)"(Z)(”q )z (Z)(H(—l))""“
q=0

par la formule du bind6me de Newton.

Ainsi,

On conclut que u(k,n)=0sin>ketlsin=«k.

2. On calcule le terme de droite.
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Pour le passage de la deuxiéme a la troisiéme ligne, on a fait le changement de variable g =
n— p; pour le passage de la troisieme a la quatrieme, on a utilisé la formule de symétrie. On
a bien montré :

VneN,e,= ) (—l)n_p(n)fp-

p=0 p

Exercice 2. -

1. Soit n=1. On calcule:

(Dp—nDy-1)+(Dps1—n+1)Dy) =Dpyy —n(Dy +Dy—1) =0.



En posant, pour tout n =1, E,, = D;, — nD,_1, on en déduit donc que Vn = 1,E, = —E;;; et
donc, par une récurrence immédiate, Vn e N, E,, = (—1)"_1E1.

Or, Ey =D1—Dy=0-1=-1(D; =0, car il n'y a pas de dérangement pour le singleton {1}).
D’oly,
vn=1E,=(-1"
cest-a-direVn=1,D,=nD,_1 +(-1)".
. En utilisant 'une ou I'autre des formules précédentes, on trouve
* Dp=1 e Dy=1 e Dy=9
e D;=0 e D3=2 e Ds=44

Le calcul de Ty, pour n <5 donne alors :

.T(): 0T2:2 °T4:24
e 11 = e T5=6 e T5=120

. On conjecture que Vn € N, T;, = n!l. Montrons le en établissant une formule de récurrence
pour (T,) . Soit n= 1. On calcule :

T, = i (Z)Dk

k=0
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La somme de droite vaut —1 car Z (—1)’“(2) = (1-1)" = 0 par la formule du bindome de
k=0

Newton. Donc:

I
S
N
|
—_——
S
|
—
~————
O
ke

On a utilisé la formule du chef pour le passage de la premiere a la deuxiéme ligne, puis on a
fait un changement de variable [ = k- 1.

Comme par ailleurs Ty = 1, une récurrence immédiate permet de conclure que

VneN,T,=n!



4. En utilisant la formule d’inversion de Pascal, on obtient :

L n
YneN,D,=) (-)"* » p!

p=0
n !
Or, pl= ( T En utilisant le changement de variable k = n — p, on obtient :
p n—p)!
n (—l)k
VneN,D, = n!kz_0 a

5. Ilya n! permutations pour I'ensemble [1, n]. Le probleme revient a choisir une permutation
aléatoire de [1, n] et a considérer la probabilité qu’il s’agisse d'un dérangement. La probabilité
recherchée est donc:

Consulter le fichier .py pour le code. Pour n = 500, la probabilité vaut environ 0.3679.

D .
Remarque : on montrera que —7 tend (tres vite) vers 1/e.
n!

Exercice 3. — Transformation de Fourier discrete

2ipn . PN . . T
1. On commence par remarquer que w” = e » . Ceci est égal a 1 ssi P estun entier, c'est-a-dire
n

n—-1 n—-1
si n divise p. Ainsi, si n divise p, ) | wkP = Y 1% =n.
k=0 k=0

Supposons maintenant que n ne divise pas p. Alors,

-1 n-1 1-—w"
Zwk”:Z(wp)k— =0.
k=0 k=0 l-w
n-1
Bilan: Z w*P vaut n si n divise p et 0 sinon.
k=0

2. Soita € E. On souhaite calculer b = % (§a). Soit j e [0,n—1].

n-1 n-1

_ Z wk] Z W ékag
k=0 =0
n-1 n-1

= Z (Z wk(]—ﬁ))a[
/=0 k=0
n-1

= Z I’l6j’[6l[
=0

b; = na;



On anoté § ¢ la quantité valant 1 si j = £ et 0 sinon. On a utilisé la question précédente et le
fait que, comme ¢ € [0,n— 1], n divise j — ¢ ssi j =¢.
D’ou I'égalité & (Ea) = na. L'autre égalité est analogue.

3. Soit k € [0, n—1]. Avec les notations précédentes, en notant a = (ay,...,dn—1), On a Pw") =
(Fa)y. o
Par la formule na = % %a, on en déduit :
1 n-1 i X
ar==Y o M Ppw).

Par inégalité triangulaire :

1 n—-1 . . 1 n-1 X 1
lagl = = Y lw ¥ P/ ==Y |P@)) = = x nMp = Mp.
n iz n i n
4. Soientaetb dans E. Soit k€ [0,n—1].Ona:
o
(g(a*b))k = Z w/*(axb);

j=0
n-1 n-1

=Y ok asb;_, en considérantles indices sur b modulo n
j=0 0=0
n-1 n-1

= a a)]kb]_[
=0 j=0
n-1 n-1 . . .

=Y a*y w(]_[)kbj_g car w/* = w’* x U0k
0=0 j=0

n—1 n—-1-¢
:( a/w[k)( Z w! *b ,) par changement de variable j' = j— ¢
0=0 I=—¢
(Faxb)) =(Fa) (Fb) .
k k k

Pour justifier la derniere étape, il faut se convaincre de I'égalité

"5 Wt = E

i=e ¢

Cela provient de I'invariance de la quantité w/'*p j» quand on translate I'indice j "de n. Plus



précisément :

wa Zw]kbr+2w]kbr
j'=

jl=—t j'=0
n—-1-¢
— Z wl kb/+ Z oY ”)kb _n par changement de variable j = j' +n
j=n-¢
n-1-¢ n-1.
=Y s B0y ety b,
j=n—-¢
= Z a)]kb]
j=0
=(b) .
k

5. Soient a,b,ce€ E. Pour tout k€ [0,n—1],0n a

710+ = 73] (78], = (93] (4] = (700,

En appliquant & aux deux membres, on a donc :

naxb=F%@xb)=FF(bxa)=nbxa,

d’olt la commutativité de x.
De méme, pour tout k€ [0,n—1] :

(7l b), = 100, (5], = (73] (), (),
Le calcul de (,9 (ax (bx c)))k donne la méme chose. En appliquant % aux deux membres et
en divisant par 7, on obtient (a x b) x c =ax (b x ¢). D’ou1 'associativité de *.
6. On raisonne par Analyse-Synthese.
¢ Analyse. On suppose que (p(j))jeN converge. Ainsi, pour tout k € [0, n — 1], les suites

(P;CJ)) o convergent. Or, pour tout j € N et tout £ € [0,n—1],
JE

( ) Zwkz (1).

Par opérations élémentaires sur les limites (@"" ne dépend pas de j !), pour tout ¢ €

[0, n — 1], la suite (dépendant de I'indice j € N) de terme général (9 p(f)) converge,

quand j tend vers +oo.
Fixons ¢ € [0,n— 1] et j € N. Alors, par application répétée de la question 4,

(78), = (=), (=v),
La définition de & v et I'inégalité triangulaire montre immédiatement que ’ (9 v) |[ <1.

Ainsi, cette suite (9 p(j ))[ (d’indice j € N, ¢ étant fixé) converge

si (9p)€ =0ousi ’(,%)g) <1lousi (971/)[ =1.



* Synthese. On suppose que pour ¢ € [0, n — 1], la condition précédente est vérifiée :
(ﬂp) =0ou |(9v) | <lou (g?v) =1.
¢ ¢ ¢

Alors, le calcul précédent monter que la suite de terme (? pY ))[ (d’indice j € N) converge,

pour tout ¢ € [0,n —1]. En appliquant &, un argument similaire a celui de I'analyse
B . Zanh) — W)
montre alors que pour tout k € [0, n—1], la suite de terme (ng" Fp )k =np;’ converge.

Cela revient a dire que (p(j )) ., Converge.
JE

Bilan : on a convergence de (p(j)) o ssi, pour tout ¢ € [0, n— 1],
€

(gp)g =0ou ’(gvu <1lou (91/)[ =1.
Remarques :

¢ On aurait pu raisonner par équivalences sur la derniére question. Le point essentiel est qu’il
y a convergence de p!’ ssi sa transformée de Fourier converge. C’est une équivalence grice
ala formule d’inversion &% %a = na.

* Dans le cas générique (en un sens a préciser) ot pour tout ¢ € [0,n — 1], (gp)é #0, la
condition revient a demander que pour tout ¢ € [0,n — 1], (97 v)[ ¢ U—{1}. En effet, on a

vu que (9 v)g est de module inférieur ou égal a 1.

* Cet énoncé modélise une situation en probabilités. La question est de savoir quand converge
la distribution d’une particule se déplacant dans Z/nZ selon une certaine marche aléatoire.



