MPSI 3 Devoir surveillé 2022-2023

DS 2 de mathématiques

Durée : 4 heures. Tout appareil électronique est interdit. Une attention particuliére
sera portée a la qualité de la rédaction et a la rigueur du raisonnement.

Les cinq exercices sont indépendants.

Exercice 1. — Technique

202 — 8xr + 17

1. Donner une primitive de x —
p 2 — 4z + 8

, 1a ou la fonction est définie.

YIn(vt - 1)
2. Calculer / —F=dt.
3 \/1_5

3. Déterminer les solutions de (1 4+ z)y' +y =1+ In(1 +z) sur | — 1, +oo].

4. Déterminer les solutions de 3" + 2y’ + y = shz sur R.

Solution 1

1. Notons f cette fonction. Le discriminant du polyndéme au dénominateur est strictement
négatif, donc f est définie sur R. Pour tout réel z, on a

2(x2—4x+8)+1_2 1

flz) = 2 — 4z + 8 N +m'

T — 2
2

1
On en déduit qu’une primitive est F': z — 2z + = arctan(

).

dt
2. On pose u = Vt. Donc du = ——. Ainsi, 'intégrale I vaut

2Vt
I= /2 21n(u — 1)du = 2/1 In(v)dv,

V3 V3-1

avec un nouveau changement de variable v = u — 1. Donc,

I=2vlv—1]'s  =-2(vV3-1)In(v3-1)+2V3 4.



3. L’équation homogéne peut étre écrite sous la forme

/

Yy +

=0
1—|—Z‘y

sur | — 1, +o0o[ est  — In(1 4 x). Donc, les solutions de

C
1+=x

Une primitive de z
x

'équation homogene sont les fonctions de la forme x +— Cexp(—In(1+x)) =

)

oll C est un réel.

C(z)

1+ 7
+z

On cherche une solution de I’équation différentielle sous la forme y : z +—
est solution ssi

Ve > -1, (14 o)) - @y C@)

1+ (1+x)2) i Gl

Cela est équivalent a :
Vo > —1,C"(z) =1+ In(1 + ).
On prend C(z) = (14 z)In(1 + ). Une solution de I’équation est donc :
y:x—In(l+z).

Ainsi, les solutions de I’équation différentielle sont les fonctions de la forme :

z— In(l+z) +

Y

1+«
avec C € R.

4. Le polynéme caractéristique associé a I’équation est X? + 2X + 1, ayant —1 comme
racine double. Les solutions de I’équation homogéne sont donc les fonctions de la
forme

x> (A4 px)e ™™,
avec A, i1 € R.

et —e™* )
Comme shx = — sur R, on résout d’abord I’équation avec second membre e,

puis e .

On cherche une solution de y” + 2y’ +y = €” sous la forme y : x — ae®. On constate
aisément que a = 1/4 convient. Une solution est ez.

On cherche une solution de y” + 2y’ +y = e™* sous la forme y : © — P(x)e™*, ou
P est un polynome de degré 2. On calcule y'(z) = (P'(z) — P(z))e™™ et y'(z) =
(P"(z) — 2P'(x) 4+ P(z))e™™ de sorte que y est solution ssi :

Vi € R, P"(z) — 2P'(x) + P(z) + 2(P'(z) — P(x)) + P(z) = 1.

2



2
x
C’est-a-dire ssi P”(x) = 1, aprés simplification. On peut donc prendre P(x) = 5
2 —x
xr7e
Une solution est

Par le principe de superposition, une solution de I’équation différentielle initiale est

1 /e* z%e®
rr— =\ — — .
2\ 4 2

Bilan : les solutions de I’équation différentielle sont les fonctions de la forme

e 2

T §+e*x(—%—|—/m+>\),

avec A\, it € R.

—+00
1
Exercice 2. — Un autre calcul de

n=1

TL2
Soit n € N*. On note P, 'application polynomiale définie sur R par
Pn(l’> — (:L’ + Z»)QnJrl . (SL’ . Zv>2n+1.
1. Montrer qu’il existe une application polynomiale @),, de degré n telle que

Vo € R, P,(z) = Q,(2?).

2. On note qq, ..., q, les coefficients de @, de sorte que Vz € R, Q,(x) = quk.
k=0

Déterminer ¢, et q,_1.

3. Montrer que P, admet 2n racines réelles distinctes.

On exprimera ces racines comme des cotangentes d’angles dans |0, m|.

4. En déduire que @),, admet n racines réelles distinctes.

d
On admet que si un polynéome P = Z a, X" de degré d a d racines distinctes 21, . . . , 24,
k=0
d a
d—1
alors = — :
S on= -t
k=1
= km 2n(2n — 1)
5. En dédui tan? — _
n déduire que Zco an (2n+1) 5

k=1

1
6. Montrer que : Vz €]0,7/2][, cotan® v < — <1+ cotan® .
T

n—-+o00

"1
7. En déduire la valeur de lim Z 72
k=1



Solution 2
1. Soit x € R. Par la formule du binéme de Newton, on a

2n+1

P(y) — 204+ 1N 0 pontiok k( \2ndl—k

() Z i (2" 2" (1) ).
k=0

Pour k£ impair, 2n + 1 — k est pair de sorte que (—z’)Q”“”lC vaut 2""1=*. Donc :

241
2 1
Py(z) = Z 2( nl:— )xki2n+1k.

k=0
k pair

Par le changement de variable | = 2k, on obtient :

. - 27’L—|—1 2 (n— . a 2TL+]. n—
Pn(x)—2zZ( o )x2l12( l)—QZZ( o )le(—l) L

=0 =0

"\ (2n 41
En posant, pour tout z réel, Q,(z) = 2@'2 ( RQZ )xk(—l)"_k, on a bien
k=0

Vr € R, Qn(2%) = P,(z).

2 1
2n
2 1 2 B
2n — 2 3 6
3. Soit z € R. On a
P,(z)=0 (z 4+ 9) 2 = (z — )2+

<~
CL'—I—Z 2n+1
<= - =1
xr—1
<
<~

Sk e [0,2n], L0 — o3
r—1
kel 2n], 0 = —i———
1 — e2n+1

o)

ik
eanti 2 COS(2n+1

— dke|l,2n],x = —i—
[1.2n]. « =2 —2i sin (5277
e Jke[L,21] tan(—"T)
nij,r = cotan .
Y 2n + 1



(On passe de k € [[0,2n] a k € [1,2n] car ‘ +Z, ne peut pas valoir 1.)

Pour tout k € [1,2n], notons x; = cotan( ). Comme la fonction cotan est

T
2n+1
injective sur |0, 7[, les x) sont distincts. On a bien trouvé (les) 2n racines réelles
distinctes de P,.

. Pour tout k € [[1,2n], on a avec les notations précédentes :
Qu(x3) = Py(zx) = 0.

Donc, les réels 7 sont des racines réelles de Q,,. Cependant, des formules cos(m —

x) = —cosx et sin(m — z) = sinz (valables pour z € R), on déduit aisément que
cotan(m — ) = —cotanz (1a ou la formule a un sens). Pour k € [1,n], on a
km Cn+1—k)m D tout & € [1, 7]
= — ——— . Donc, pour tou n] :
2+ 1 2n+ 1 P ’

2 2
T = Topt1—k-

Enfin, les réels o7, . .., 22 sont deux a deux distincts (car 1, ..., x, sont deux a deux
distincts et positifs).

2

- sont (les) n racines réelles distinctes de Q.

Finalement, 2%, ...,

. On applique la relation donnée au polynéme @),,. On a donc :

Z” q
2 n—1
k=1

4n

. 2m(2n—1
Or, Aot n( 7; ) On a donc :
Qn

n

k 2n(2n —1
ZcotanQ( T ) = n(2n )
— 2n+1 6

. Soit  €]0,7/2[. On commence par remarquer que les inégalités a prouver sont

équivalentes a
1 1 1
2

57— < - < = .
tan“xr x Sin‘“ x

Par décroissance stricte de la fonction inverse sur R’ , cela revient & montrer :
tan?z > 22 > sin® .

Par croissance stricte de la fonction carrée sur R, , c’est encore équivalent a

tanx > x > sinzx.



. Soit n € N. Pour tout k& € [1,n], on a

Sur |0, 7/2[, on pose f(z) =z —tanz et g(x) = x —sinz. On a, pour z € [0,7/2],
f'(r) =1— (1 +tan*z) < 0 (et ne s’annule qu’en 0) et ¢'(z) = 1 —cosz > 0 (et
ne s’annule qu’en 0). Donc, f est strictement décroissante sur [0,7/2[ et g y est
strictement croissante.

Donc, pour tout x €]0,7/2],

f(z) < f(0) =0=g(0) < g(x).

Ce qui est équivalent a tanx > x > sinz.

T
€|0,7/2[. Donc, en sommant les

) ) 2n+1 10,7/2]

inégalités précédentes entre 1 et n :

n

= km (2n +1)2 = km
t 2 < -~ <1 t 2 .
,;1 cotan (2n " 1) ,;1 123 + ,;1 cotan (2n m 1)

En reportant les valeurs trouvées pour les sommes et en simplifiant :

,2n(2n — 1) _ "1 _ 2 ,2n(2n — 1)
—_— < s T
6(2n+1)* <=k  (2n+1) 6(2n + 1)?

2n(2n — 1) 4 1

—6(2 1) tend vers cx1- 6 quand n tend vers l'infini.
n

La fraction

2
T
Donc les membres de gauche et de droite tendent tous deux vers 5 Par le théoreme

des gendarmes, on a donc

Exercice 3. — Parties intégrales du plan

Une partie A de C est dite intégrale si la distance entre deux points quelconques de A est
un entier.

1.
2.

Donner un exemple de partie intégrale constituée de 3 points non alignés.

Donner un exemple de partie intégrale constituée de 4 points, tels que 3 quelconques
de ces points ne sont pas alignés.

Soit § €] — m, w[. Rappeler sans démonstration les formules exprimant cos € et sin
en fonction de u = tan(6/2).

On note G l'ensemble des nombres complexes de module 1 dont la partie réelle et la
partie imaginaire sont dans Q. Déduire de la question précédente que G est infini.



5. On note G’ = {2 z € G}. Montrer que la distance entre deux points quelconques

de G’ est un nombre rationnel.

6. En déduire que pour tout N € N, on peut construire une partie intégrale Ay formée

de N points cocycliques.

Solution 3

1.

Un triangle équilatéral de coté 1 convient. Par exemple, celui formé par les points
, 1 3
daffixe 0, 1 et /3 = 3 + Z%

. On considére les 4 sommets d'un rectangle dont les longueurs des cotés sont 3 et 4.

Chaque sommet a une distance & un autre sommet égal & 3, 4 ou a V32 +42 = 5,
par le théoréeme de Pythagore.

2
— U 2u
On a cosf = et sinf = .
+ u? 14 u?
. . 1—u?  2u
Soit © un nombre rationnel. Le nombre complexe z, = + 1 est de

14w 14u?
module 1. On peut le voir directement ou bien, en utilisant la question précédente,

en disant qu’il s’agit de €, pour 6 = 2 arctan u.

De plus, 'application v : u — z,, définie de Q dans U est injective. De nouveau, on
peut le voir directement ou bien en utilisant la question précédente : soient u,u € Q
tels que z, = zy. On a donc eX&ctany — giarctanu’  Nyope Jeg angles 2arctanu et
2 arctan ' sont congrus modulo 27r. Comme ils appartiennent tous deux a | — 7, 7|,
ils sont égaux. Donc arctanu = arctanv’ et finalement u = ', par injectivité de

arctan sur R.

Enfin, chaque point z, a pour parties réelle et imaginaire des nombres rationnels (car
une somme/un produit/un quotient de nombres rationnels est un nombre rationnel).

Ainsi, ¢ est a valeurs dans G. Comme c’est une injection et que Q est infini, G est
infini.

Soient a et b deux éléments de G'. On peut donc trouver z et w dans G tels que
a=2%et b =w? Comme z et w sont de module 1, on peut les écrire e et €',

Alors,

la— b = |22 — w?| = |2 — 2| = 2| sin(0 — )|,
par la méthode de I’angle moitié.

Or, sin(f — ¢) = sin(0) cos(¢p) — cos(#) sin(¢). Comme z et w sont dans G, les cosinus
et sinus de 6 et ¢ sont des nombres rationnels, donc sin(f — ¢) aussi. Ainsi, |a — b
est un nombre rationnel.



6. Remarquons d’abord que G’ est infini. En effet, un élément de G’ ne peut s’écrire
que de deux facons différentes sous la forme 2%, avec z dans G (car si deux nombres
complexes ont méme carré, ils sont égaux ou opposés). Comme G est infini, G’ aussi.

Soit V € N et considérons N points z1, ..., 2n, deux & deux distincts dans G’. Les
longueurs |z; — z;| sont rationnelles ; notons ¢; ; le dénominateur (positif) de cette
longueur, écrite sous forme irréductible (pour tous ¢ # j € [1, N]). Considérons
un entier ¢ multiple de tous les ¢;; ; par exemple, leur ppcm. Alors, les points
qz1, - .- ,qzy sont N points cocycliques (ils ont tous module ¢) et les longueurs

lqzi — qzj| = qlzi — ]

sont entiéres par construction.

Exercice 4. — Irrationalité de m

Dans cet exercice, on montre que 7 est un nombre irrationnel. On raisonne par I’absurde
a . o
en supposant que m = 7 avec a,b € N*. Pour tout n € N*, on note f,, la fonction définie

sur [0, | par
x"(a — bx)"

n!

Vo € (0,7, fu(z) =

1. Etude des dérivées de f,.

(a) Soient n € N*, k € [0,2n]. Calculer les valeurs en 0 et en w de g® et A%, on
Gn x> x" et hy :x— (a—bx)".

(b) En déduire que pour tout n € N* et pour tout k € [0,2n], f*) prend des valeurs
entieres en 0 et 7.

On admettra la formule de Leibniz : si N € N* et si f et g sont deux fonctions
de classe CN sur un intervalle I, fg est une fonction de classe CV et

Yo e L€ 0N (7)) = Y (1) 1905,

k=0

2. Estimation d’une intégrale. Pour tout n € N*, on note A, = / fol(z) sin(x)dzx.
0

n

x
(a) Soit & € R’. Montrer que la suite (—|) tend vers 0.
1>/ nens

(b) En déduire qu’il existe n € N* tel que A4, €]0,1].

3. Intégration par parties itérée et conclusion.



(a) Soit N € N*, soient a < b deux réels, soient f et g deux fonctions de classe CV
sur [a,b]. Montrer que

N-1

[ 199 = S @] [ e

k=0

(b) En déduire que pour tout n € N*, A,, € Z.

(c) Conclure.

Solution 4

1. (a) Soit k € [0,2n]. Une récurrence rapide permet d’affirmer que

|
(k) . n: _ pynk
T = (a — bx)

g ( n'k)'x"_k et h® :z — (—=b)k
n —k)!

si k <n. Etsi k> n, alors g® et A% sont nulles. On en déduit

|
e Si ke [0.n] gM0) = hP(m) = 05 gM(m) = — 7k ; p(0) =

n n

n!
(n—k)!
e Sik=nmn,g"™0)=g"(r)=n!et A(0) =h"(x) = (=b)"n!
e Sik>n, g(k et h(k sont nulles.

(=b)*a" ",

(b) Soit k € [0,2n]. On applique la formule de Leibniz :

Yz € [0, 7], = Z ( ) A= (1),

D’aprés la question précédente, toutes les dérivées de g, sont nulles en 0, sauf
g™ (0) = nl. Ainsi, si k <n, f¥(0)=0. Et si k >n,

79(0) = ni(k) g,s"><o>h$f-"> )
1

n:
— (k) k na2n k EZ.
n 2n—



De méme, si k < n, g% (1) =0 et si k >n,

n

1w = (, L )atmn

1 k n! _
== —————— " (—=b)"n!
n! <k:—n) (2n—k:)!7r (=b)"n

_ k n' 2n—k nirk—n

Soit n € N*. On a

N-1 N+1
z" T o < T "Vt
ST =I5
n! k k k 2
k=1 k=N k=1
:L,TL
Ainsi, la suite positive —|) est majorée par une suite géométrique de raison
n!

1/2 : elle tend donc vers 0.
Par un calcul rapide de dérivée, on a que x +— x(a — bx) atteint son maximum

en r = % = m/2. Ainsi,

1 n
Vo € (0,70 < fula) < — ()

Comme de plus, 0 < sin < 1 entre 0 et 7, la propriété de croissance de I'intégrale

donne : -
oee [[(5) wes(Z)

Par la question précédente et le théoréme d’encadrement, on en déduit que (A,,)
tend vers 0. En particulier, il existe n € N* tel que A,, €]0,1[ (A,, est toujours
strictement positive).

On procéde par intégration par parties successives : (en intégrant a gauche et
en dérivant a droite)

b b
/fww:u“H%@mwﬁ—/fW*w

= [FY D (@)g(@)]l - [FYD(x) /fN2

=

-1

b
/f(N)gz (DM (2)g W (@) /fg

0

i

10



Pour une rédaction plus propre : procéder par récurrence sur le nombre d’intégrations
par parties réalisées.

(b) On applique la formule précédente avec les fonctions f,, sin, entre 0 et 7. On
prend N = 2n + 1 et on note h une fonction telle que A" = sin (ainsi h est
égal & £ cos ou £sin). On a donc :

A, = [ HM @) fo(@)d
| HO @it
N—-1

A, = S IHOFD (@) O @)+ (~1)N / " H(2) 1) (@) da

k=0

Comme N = 2n + 1 et que f, est une fonction polynomiale de degré 2n,
I'intégrale de droite est nulle. De plus, on a montré que fT(Lk) prenait des valeurs
entiéres en 0 et 7 pour tout k € [0,2n]. Comme chaque dérivée H™N=F=1 vaut
+ cos ou +sin, chacune prend aussi des valeus entiéres en 0 et 7. Donc, les
crochets sont entiers.

Finalement, A, € Z, pour tout n € N*.

(c) D’apreés la question précédente, A, est entier pour tout n € N*. Mais d’aprés
2.b), il existe n € N* tel que A, €]0,1[. C’est absurde.

Donc 7 est irrationnel.

Exercice 5. — Intégrale de Dirichlet

On note sinc la fonction sinus cardinal, définie sur R’ par

sin x
Vo > 0,sinc(z) = iy

X

1. Montrer que sinc peut étre prolongée en une fonction continue sur R, — qu’on notera
encore sinc.

x
On admet que la fonction z — / sinc(t)dt admet une limite quand x tend vers +o00. On
0

+oo
note / sinc(t)dt cette limite. Le but de l'exercice est de déterminer sa valeur. Pour
0
tout n € N*, on pose

/2 & /2 o
- / sin ((2n + 1)z) de ot K — / sin ((2n + 1)z) .
0 0

sin x T

On prolonge les deux fonctions sous ['intégrale par 2n + 1 en 0 et on admet que ces
prolongements sont continus.

2. Calcul de J,, et K,,.

11



(a) Montrer que pour tout n € N* et pour tout x # 0[x], on a

sin ((2n + 1)z) .

sin x

1+2 Z cos(2kx) =

k=1

T
(b) En déduire que, pour tout n € N*, J,, = —.

2
+o0
(c) Montrer que lim K, = sinc(t)dt.
n—+o0o 0
3. Démonstration de lir}rl (Jn — K,) = 0. On définit h sur RY. par
n—-+0o0

1 1
Ve >0,h(z) = — — —.
sinz

(a) Montrer que pour tout x > 0, on a les inégalités

x3 .
x—ggsmxgx.

(b) En déduire que pour tout z €]0,7/2], 0 < h(z) < /6.

En particulier, on peut prolonger h en une fonction continue sur Ry, en posant

h(0) = 0.

Attention ! I’inégalité de droite est fausse. Voir le corrigé.

On fixe € €]0, /2| et, pour tout n € N*, on note

€ w/2
I, = /0 sin ((2n + 1)z)h(z)dz et 1,5 = / sin ((2n + 1)z) h(z)dz.

On a donc, J,, — K, = I,,1 + I, .

62

(c) Montrer que, pour tout n € N*, |1, ;| < 5

(d) Montrer que lim 1,5 = 0.

n—-+00

On pourra procéder par intégration par parties et admettre le fait qu’une fonction
continue sur un segment est bornée.

2

(e) En déduire que pour tout £ > 0, | lir}rl (Jn — Kn)‘ < %, puis que
n—-+0oo

lim (J, — K,) = 0.

n—+00

4. Conclure.

12



Solution 5

. sinzx
1. On a lim
z—0t X

sur R, continue.

= sin’(0) = 1. Ainsi, en posant sinc(0) = 1, on obtient une fonction

2. (a) Soit n € N*, soit « # 0[n]. On calcule :

Z cos(2kx) = Re(z ')

k=1
] eQinw -1
=R 2ix :
6(6 62233 —1 )
m:v X 2
_ Re(em isin(nz) )

e x 2isin(x)
_ cos((n + 1)z) sin(nx)

sin
D’ou . ' .
L +9 ; cos(2x) = sinx + QCOS(S(i?;—; 1)z) Sln(nz).
Comme 2cos((n + 1)z)sin(nz) = —sin((n + 1 — n)z) + sin((n + 1 + n)z) =

—sinz +sin((2n + 1)z), on en déduit la formule annoncée.
(b) Soit n € N*. On a donc :

w/2
Jn:/ 1—|—2ZCOS 2kx))dx = 7r/2—|—Z/ cos(2kx)d
0

Or, pour tout k € [1,n],
w/2 1 /2
cos(2kz)dx = [ sin(2kz)],’” = 0.
; 2

Donc, J, = 7/2.

(c) Soit n € N*. On fait le changement de variable t = (2n + 1)z dans Iintégrale
donnant K,. On a dt = (2n + 1)dx et donc

2n+1)w/2 _: t (2n+1)w/2
K, :/ ST g :/ sinc(t)dt.
0 13 0

Comme (2n + 1)7/2 tend vers +00 quand n tend vers 400, on en déduit par
composition de limite que

+oo
lim K, = sinc(t)dt.

n—-+00 0

13



3.

(a)

()

On peut faire des études de fonctions mais il est plus rapide de procéder par
intégrations successives. On part de l'inégalité :

Vr € R,cosz < 1.

En intégrant entre 0 et z, pour x > 0, il vient

/costdtg/ 1dt,
0 0

c’est-a~dire sinz < x, pour > 0. (inégalité de droite)
On intégre cette nouvelle inégalité entre 0 et © > 0 :

X X
/Sintdtg/ tdt,
0 0
2

x
d’ot1 1 —cosz < = pour x > 0.
On intégre une derniére fois entre 0 et > 0 :

T 42

/ (1 —cost)dt < —dt.
0 0 2

3
x
Dotz —sinz < e Ce qui est équivalent a 'inégalité (de gauche) souhaitée.
L’inégalité de droite est fausse. On remplace 1’énoncé par : Il existe une
constante C' > 0 telle que

Ve €]0,7/2],0 < h(z) < Cx.

Sur [0,7/2], 0 < sinz < z, donc on obtient immédiatement que h(x) > 0 sur
10, 7/2]. Pour l'autre inégalité, on utilise la question précédente pour dire que
z3/6 x

W) < x(z — 23/6) T 6 a2

pour tout x > 0. Si x € [0,7/2], on a 2> < 7%/4. D’oi 6 — 2* > 6 — 72/4 > 0.

En posant C' = m, on a bien

Vo €]0,7/2],0 < h(z) < Cx.
Dans la suite, on modifie les inégalités & montrer : les constantes 1/6
et 1/12 sont remplacées en C et C/2.
Par inégalité triangulaire, on a :
€ € 2
| 11| < / |sin((2n 4+ 1)x)|h(z)dz < / 1 x Cxdx = C’%.
0 0
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(d) Comme h est une fonction de classe C' sur [¢,7/2], on calcule par intégration
par parties :

In2 ::[

/2
cos((2n + 1)x)h(x)]™? + ! / cos((2n + 1)z)h'(x)dzx.

o1 om+ 1

Le crochet tend vers 0 quand n tend vers +oo. De plus, si M est un majorant
de || sur [e,7/2] (ce majorant existe car h’ est bornée en tant que fonction
continue sur un segment), on a

w/2 w/2
‘/ cos((2n + 1)x)h’(:z;)d:c‘ < / 1x M < Mr/2,

de sorte que l'intégrale, divisée par 2n + 1 tend vers 0 quand n tend vers +o0.

Donc, lim [, =0.
n—+oo

(e) Déja, on sait que les suites (J,), (K,) et (I,2) ont une limite quand n tend vers
+00. Il en est donc de méme de (I,1). On a

Jh _'I{ﬁ ::]ﬁJ.+‘In2'

En passant a la limite, lim(J,, — K,,) = lim [,,; car lim [, 5 = 0. Comme |I,, 1| <
Ce? Ce?

— > bour tout n € N*, on en déduit que |lim 7, ;| < 5

Comme ¢ > 0 est quelconque dans l'inégalité précédente, on peut prendre la
limite quand ¢ tend vers 0, ce qui donne :

|lim(J, — K,,)| <0,
c’est-a-dire lim (J, — K,,) = 0.
n—-+00

4. D’aprés la question précédente, on a donc lim J,, = lim K,,. Or, (J,,) est une suite
n n

constante égale & 7/2. Donc

+oo
lim K, = / sinc(t)dt = 7 /2.
" 0
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