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DM 14 - Interpolation polynomiale

1 Interpolation polynomiale

1.1

Estimation fondamentale

1. Remarquons déja que g s’annule en les x; quelle que soit la valeur de u, car pour tout i €

1.2

n
[0,n], f(xi) =Lgx(x;). Onag(u) =0 < f(uw)—Lyx(w)—Ky H(u—x,-) = 0. Une seule valeur
i=0
de K, convient :
_JW) =Ly x(w)

M u—x)

La fonction g s’annule en n + 2 points distincts sur [a, b]. Par application du théoreme de
Rolle entre deux points consécutifs d’annulation de g, on en déduit que g’ a n + 1 points
d’annulation distincts sur [a, b]. Par une récurrence finie rapide, on montre que g(k) s’annule
n+ 2 — k fois sur [a, b], pour k € [0, 7+ 1]. En particulier, g""*? s’annule sur [a, b].

Ly x estun polynome de degré n donc sa dérivée (n+1)-éme s’annule. La dérivée (n+1)-éme

n
de x — H (x — x;) est (n+1)! car c’est une application polynomiale unitaire de degré n + 1.
i=0
Donc, pour tout x € [a, b] :

g™V (x) = F" Y (x) - Ky(n+ DL

En appliquant a x = ¢, et en utilisant 'expression trouvée pour K, en question 1, on trouve

donc: Fu)— Ly
u)— u

_ pn+l) _ fx '

0=/F"""(cu) —H?:O(u—xi) x (n+1)!,

ce qui donne I'égalité souhaitée.
Soit x € [a,b]. On a:

_ f(n+1)(x) n
|f () = Lgx(X) = ‘W g(x—xi)

(n+1) (n+1)
N gy e
(n+1Y (n+1)!

1Py lloo-

Comme I'inégalité est vraie pour tout x € [a, b], on peut passer a la borne supérieure a gauche

et ainsi obtenir :
7D oo
L——e)

Ll <
1= Lrxlloo = =0

I Pxlloo-

Phénomene de Runge

n
Soit x € [a, b]. On a Py(x) = H(x—xi). Notons k € [0,n— 1] tel que xi < x < x,1. Pour tout
i=0
b—a
i<kona:|x—xjl=x—x;<(k—i+1)

etpourtout j>k+1,0ona



bh—
lx—xjl=xj—x< (j—k)—a. De plus, le produit |(x —
n

) - Xk + Xk+1
maximal (pour x € [Xg, Xr+1] en le milieu x = ————

k-1 2
|Px(x)|s]‘[(k—i+1)( )x( ) .
i=0

n

b—a
n

b—a
2n

et il vaut (

[T G-%o

Xp) (X — X)) = (X — X)) (Xgq1 — X) est

2
) . On en déduit que :

b-—a b-—a

n+1
) (k+Dl(n-k.

il

j=k+2
(k+Din—k)! n+1
(ex1)

(en dehors des termes extrémes valant 1, les plus petits coefficients binomiaux (Z sont obtenus

<1

Il s’agit donc de montrer que (k+1)!(n—k)! < n!si k € [0,n—1]. Or 1

n!
k+1

pourk=1ouk=p-1).

6. Pourtoutn eN, exp(”) = exp. Comme exp est croissante et positive surR, || exp(") loo = €xp(b)
n!
estindépendante de n. Fixons r = b — a. Par croissance comparée, on sait que —- tend vers
+oo quand 7 tend vers +oo. En particulier, il existe une constante C > 0 telle que, pour tout
n! .
neN, exp(b) < Cﬁ' Ce qui conclut.
exp(b)r”
C est un majorant de la suite p(b) , qui tend vers 0.
. 1 1,1 .
7. a) SoitxeR.Ona 2:—.( - — _).Sonnel\l. Onadonc:
1+x= 2i\x—1 x+1
—1)p! —1)n!
2i\(x— D"t (x+ i)l
!
On évalueen 0 : g(’” 0) = m(—l +(-1)"*1). Apres simplifications, on trouve que
i(i

2" (0) = 0'si n est impair et g (0) = n!(—1)"? si n est pair.

b) On a dong, pour tout n € N, g% | = |g®™(0)] = 2n)!. Si g avait une croissance
raisonnable sur [0, 5], on trouverait doncun r =5 etun C >0 tels que Vn e N :
2n)!

Mais comme 7 =5 > 1, r?" — 400 et c’est absurde. Donc g n’a pas une croissance
raisonnable.

Le segment [0,1] aurait suffi pour cette preuve, mais le segment doit étre plus grand
si on veut montrer comme il est dit en note de bas de page que, pour cette fonction,
Uerreur entre polynomes d’interpolation et g tend vers l'infini quand le nombre de points
d’interpolation tend vers l'infini.

n!
8. Soit C>0,s0itr=b—atelsque VneN,| ™|y < C—.. Parles questions 4 et 5, on a alors :
r

C (n+1! n! b—a)”“
—L < X X — .
17 = Lxlloa (n+1)! rntl 4( n
Commer=b—a,ona:
C n! n!
If=Lgxlloo = 2 =G



9.

Par croissance comparée, on sait que le membre de droite dans I'inégalité précédente tend
vers 0, quand 7 tend vers +co. Donc si f a une croissance raisonnable sur [a, b], I'écart
I f = Ly xlleo tend vers 0, quand n tend vers +oo.

1.3 Interpolation en les nceuds de Tchebychev

10.

a) Soit n € N. Commencons par I'unicité. Si on a deux tels polynomes T, et Ty, alors pour
tout @ e R: (T, — Tp,)(cosB) = cos(nh) — cos(nh) = 0. Donc T, — T, a pour racine tout
réel de la forme cos#, c’est-a-dire tout réel de [-1,1]. Donc T, — T,, = 0, ce qui conclut
la preuve d’'unicité.

Pour I'existence, on passe en complexe. Soit 7 € N et soit 6 € R.

cos(n6) = Re(e'"?)

= Re((cos(@) + isin(@))n)
n n—k oy 1k os ok
(k)cos (@)i" sin (6))

n

=Re(2

k=0
\n/2]
= 3 | |cos" 2 0)(-1)! sinZ 9)
=0 \2¢
\n/2] n
cos(n) = . ( )cos”‘”(e)(—l)f(l—cosz)’(e)
=0 \2¢
|n/2) n
Ainsi, en posant T, = Z (-1¢ o0 X"2¢(1 - x*)%, onabien:
=0

VneN,V0 eR, T, (cos) = cos(nb).

Chaque polynéome X n=2¢ 1-X 2)[ estde degré n et de coefficient dominant (— 1)[ (développer
le deuxieme facteur par bindome de Newton). Donc T, est de degré au plus n et le
coefficient devant X" est donné par :

=0 \2¢)

\n/2] n

Y nfx(=1°

=0 2¢
n
Or, on sait que, pour n = 1, la somme des coefficients binomiaux (k) pour k € [0, n]

pair (ou impair) vaut 21 (résultat montré par calcul ou de facon combinatoire). Donc,
T, est de degré n et de coefficient dominant 2! (sauf pour n =0, o1 Ty = 1).

b) OnaTyp=1et T3 = X. Soit n € N, soit 8 € R. On calcule :
Ty4o(cosB) + Ty, (cosB) = cos((n+2)0) + cos(nb)
=cos((n+1)0) cos(0) —sin((n + 1)0) sin(O)
+cos((n+1)0) cos(—0)) —sin((n + 1)0) sin(—0)
=2cos((n+1)0)cos(0)
- (2XTn+1)(cos 0).

Ainsi, les valeurs de Tj,42 + T), et 2X Ty, 1 sont les mémes en tout cos6, c’est-a-dire sur
[-1,1]. Donc Ty42 + Ty, =2X Ty 1.



c) SoitfeR.Ona
T, (cosf) =0 < cos(nf) =0 < nf = g[n] — 0= %[n/n].

Rk+1)m

Ceci montre que, pour k € [0, n—1], les xj = cos ( ) sont des racines de Tj,. Ces

racines sont distinctes car cos est strictement décroissante sur [0, 7] et que les angles
2k+1n

3 sont dans [0,7]. On a ainsi trouvé les n racines de T},. Donc,
n

n-1
T,=2""1] (X—cos
k=0

2k + l)ﬂ))
2n '

11. Soit x € [-1,1]. On peut trouver 8 € R tel que x = cosf. Alors Tj(x) = cos(nf) et donc
| Ty (x)] < 1. Ainsi, || Thlleo < 1.

Avec les mémes notations, on aura
|T,(x)]=1 < cos(nf) =+1 < nl=0[n] < 0=0[n/n).

Ainsi, T,(x) = £1 ssi x est égal a I'un des y; = cos((n—k)m/n), ou k € [0,n]. On utilise ces
notations pour se conformer a l'énoncé.

Par décroissance de cos sur [0, 7], on a alors :
_1:y0<y1<...<yn:1_
Enfin, T, (yx) = cos(n x (n—k)n/n) = cos((n—k)n) = (-1,

1 1
12. On suppose par I'absurde que || Pl < ST On a donc, pour tout x € [-1,1], |[P(x)| < ST

Ty Ty . .
Posons Q=P — o1 Comme P et o1 sont unitaires de degré n, Q € R,,_; [ X].
. Tu(yi) (-prkr .
Soit k € [0,7]. On a Q(yx) = P(yx) — Znn—i/f =P(yp) + T Si n—k+1 est pair, on en

déduit que Q(yx) >0 (car P(y) > F). De méme, si n— k+1 est impair, on a Q(yx) <0.

Ainsi, Q prend des valeurs alternativement strictement négatives et strictement positives

en les yr. Donc, par le théoreme des valeurs intermédiaires, Q a une racine sur chaque

intervalle [yg, yx+1], pour k € [0,n]. Comme Q est de degré < n—1 et qu’il a au moins n
Tn

racines, Q est nul. Donc P = ST

ce qui contredit 'hypothése || P|lo < ot

On conclut finalement que || Pl =

ol (et la preuve montre que le seul polynéme unitaire

de degré n réalisant I'égalité est zn—fl).

2 Une inégalité d’interpolation

2.1 Lecasdes polyndomes
1. (a) Par hypothese, on peut trouver pour tout n € N, un polynéme P, € Rx_;[X] tel que
K

M(P,)>n Z | P, (x;)]. Quitte a diviser P,, par M(P,,) (ce qui ne modifie pas I'inégalité),
i=1



K

on peut supposer que M(P,) =1 et alors Z [P, (x)| < %
i=1

(b) Pour tout n € N* et pour tout i € [0,K —1], on a lan k|l =1 (en notant a, i le k-eme
coefficient de P,). Donc, pour tout k € [0,K — 1], la suite (a,,)nen+ €st bornée. Par
Bolzano-Weierstrass, on peut construire une extractice ¢y telle que (dg,(n),0) nen+ SOit
convergente. Puis, en appliquant Bolzano-Weierstrass sur (dg,(n),1)nen®, il existe une
extractrice ¢, telle que (ag o, (n),1) nen+ SOit convergente ; comme sous-suite de la précédente,
(Agqop, (n),0)nen+ converge aussi. En continuant ainsi, on construit une extractrice ¢
telle que (@g(n),k)nen+ converge, pour tout k € [0, K — 1]. Donc, (Py(n))nen converge
vers un polynéme P, € Rg_;[X].

(c) Pour tout k € [0,K — 1] et pour tout n € N*, lapm,kl < 1. En passant a la limite, on en
déduit que les coefficients de P, sont en valeur absolue < 1, donc M(Py,) < 1.
De plus, pour tout n, on peut trouver un indice k, € [0, K — 1] tel que lapm,k,| = 1.
Comme kj ne prend qu'un nombre fini de valeurs, une valeur k' est prise une infinité
de fois. On a donc une extractice ¢ (encore!) telle que l@poym), k'] = 1, pour tout n. Alors,
le coefficient d’indice k' de P, comme limite de (@goy(n),r) Vaut 1 en valeur absolue,
donc M(Py) =1.
Les coefficients de (P;) ,en convergent vers ceux de Poo. Sii € [1,K],

K-1

k
P,(x;) = E aAn kX; -
k=0

K
Par opérations élémentaires, ceci converge vers Po, (x;). Comme, pour tout n € N, Z | Py (x)] <
i=1

1 K

—, un passage a la limite donne Z |Pso(x;)] = 0.

n 4

i=1

Ainsi, Py, a K racines. Comme il est de degré au plus K—1, il est nul. Ceci est contradictoire

avec le fait que M(Py,) = 1.

2. Soitke[0,K—-1].0na

K-1

PP =% agixi(i-1...0-k+DX"F
i=k
Donc, pour tout x € [0,1], on a
K-1
PP < Y lail xi(i-1)...(i—k+1) < DeM(P),
i=k

pour une certaine constante Dy indépendante de P.
En notant D le maximum des Dy et pour A la constante de la premiéere question, on a donc:

K
VP eRgk-1[X],Yke[0,K~11,11P®F | < DM(P) < DAY |P(x;)l.
i=1

Ceci conclut, en posant C = DA.



3.

2.2

4.

Notons Li,..., Lk les polyndmes d’interpolation de Lagrange pour la donnée xi,..., x;. On
sait que si P € Rg_1[X], alors

K
pP= P(xi)Li.
i=1

Donc, pour tout k € [0, K — 1] et pour tout x € [0, 1],
k X k
PP =Y PP (x).

i=1
Par inégalité triangulaire, on en déduit

k

PP < Y IPEpILP ().
i=1

Puis, en passant au sup sur x € [0,1] :
k K k
1P oo = 3 IPGANILY oo,
i=1

ou || Lgk) lloo €st bien défini car Lg.k) est une fonction continue sur le segment [0, 1]. En prenant
pour C le maximum des ||L5.k) loo pour k € [0, K — 1], on a I'inégalité souhaitée.

Conclusion par interpolation de Lagrange

Par construction de P, f et P ont méme valeur en x;,...,xk, donc f — P s’annule au moins
en K points distincts de [0, 1].

Par application répétée du théoréme de Rolle, on en déduit classiquement que f ® _ pto
s’annule au moins K — k fois sur [0, 1].

. Soit k € [0, K —1]. Soit x € [0,1]. Par la question précédente, il existe uy € [0, 1] tel que f(k) -

P® gannule en u. Linégalité des accroissements finis appliquée a f ® _ p® gurle segment
de bornes x et u donne :

PP = PP ) - (fP = PPy < ) fEHD = PED o= .
Comme x,u€[0,1], |x—ul <1, donc:
1R = pRy (x| < || fR+D = prDy
Ceci étant vrai pour tout x € [0, 1], on conclut en prenant le sup sur x € [0, 1].
Soit k € [0, K —1]. Par application répétée de I'inégalité de la question précédente, on a:
1F® — p®y < FB — pE = FD ),

la derniere égalité venant de ce que P est nul (car P € Rx_1[X]).
De plus, pour tout x € [0, 1], I'inégalité triangulaire donne

1F R @< 1f P ) - PP )+ 1PR @) < I fP = PR+ 1PF o,



d’ou ||f(k) loo < ||f(k) — PR +1PP |, en passant au sup sur x € [0,1]. En combinant les
inégalités sur ||f(k) — p oo €t sur IIP(k) loo (question 2.), on a donc

K K
1 Plloo 1PNl +C Y 1P = 1 f D lloo + C Y £ ().

i=1 i=1

De plus, C ne dépend pas de f (cette constante ne dépend que de x;, ..., x, mais ils sont fixés
dans lexercice.)
Ceci conclut.



