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DM 17 - Trigonalisation d’endomorphismes nilpotents

1 Trigonalisation d'un endomorphisme nilpotent

1. Considérons un vecteur x quelconque dans E\{0}. Comme u est nilpotente, il existe un plus
petit entier p € N* tel que u”(x) = 0. En notant y = u”~!(x), on a donc y # 0 et u(y) = 0.
Donc, Ker u # {0}.

2. Avec un projecteur.

(a) Montrons que uop = u. Par définition de p, idg — p estle projecteur sur K x parallelement
a E;. Comme x € Ker u, u estnul surl'image de idg —p. On adonc uo(idg —p) =0, c’est-
a-dire u=uop.

SikeN*.Ona(po u)k = po(uop)k_lou: po uk.

(b) Comme p est a valeurs dans Ej, p o u aussi et on peut co-restreindre (po u)g, a E;, ce
p p p p |Ey
qui en fait un endomorphisme de E;. Par définition, les coefficients a; ; de A vérifient :

n
Yjel2,nlule)=ayjx+ ) aije;.
i=2
On en déduit que
n
Vjel2,nl,poule;)= Z a; je;
i=2

par définition de p. Ceci montre que A; est la matrice de (p o u)|g, dans by.

(c) Comme u est nilpotente, il existe p € N* tel que (po u)” = pou” = 0. En particulier,
I'endomorphisme (p o u)|g, est nilpotent, donc A; quile représente dans b; aussi.

U

ol B € 4,,—1(K). Par une récurrence immédiate, un produit par blocs donne :

0|B
Vkel\l*,Ak:( i)
0] AF

ou By € 4 -1 (K). Comme A est nilpotente, AP = 0 pour un certain p € N* et donc Af =0
aussi.

3. Par un produit par blocs.
La matrice A est de la forme :

4. Pour tout k € N*, on note 22(k) la propriété : si E est un espace vectoriel de dimension k et
si u est un endomorphisme nilpotent de E, alors on peut trouver une base 28 de E telle que
Matg (u) est triangulaire supérieure stricte.

Pour I'initialisation (k = 1), on remarque que le seul endomorphisme nilpotent d’'un espace
vectoriel de dimension 1 est 'endomorphisme nul ; toute base convient.



Supposons la propriété 22(n — 1) montrée pour un n = 2 et considérons un espace E de
dimension z et u un endomorphisme nilpotent de E. On représente u comme précédemment
par une matrice Adans une baseb = (x, ey, ..., e,) de E, avec x € Ker u. Le bloc carré inférieur
droit de taille n— 1, qu’on note Aj, est nilpotent. Il représente un certain endomorphisme
de E; = Vect(ey,...,ey) quon note u; (u; = (po u) g, avec les notations précédentes). Par
hypothese de récurrence, on peut trouver une base de € = (e5,...,e)) de E; tel que A} =
Mate (11) est triangulaire supérieure stricte. Dans la base 2 = (x, e'z,...,e;l) de E, Matg(u)

est de la forme
0 A,I ’

ou B' € . n-1(K). Donc, Matg(u) est triangulaire supérieure stricte, ce qui conclut la
récurrence.

2 Trigonalisation simultanée - cas abélien

5.

Si u est un endomorphisme nilpotent, le sous-espace «f = Ku de £ (E) vérifie les hypotheses
dela partie 2:

e Sivegf, vestdelaforme Au donc est nilpotent.

e Siv,weef, vetwsontcolinéaires a u donc vow = wov.
Ainsi, les résultats de cette partie permettent de retrouver le résultat de la partie 1.

Soit xe Keru. On a
u(vx) = v(ux) =) =0.

Donc, v(x) € Ker u. Donc, v(Ker u) < Ker u.

Remarquons déja que «/x est un sous-espace vectoriel de £ (Keru), carsi u,ve o/ eta,f €
K, aug + Brvg = (@u+ Bo)k.

Soit v € «/. Comme v est nilpotente, il existe p € N* tel que v” = 0. En particulier, pour tout
x € Keru, v”(x) =0 et donc, vk est nilpotente.

Soient v, w € o/ . Comme vo w = wo v, 'égalité est vraie en particulier en restriction a Ker u.
Donc, vgo wg = wgo vg.

Donc, <k vérifie les mémes hypothéses que <.

Pour k € N*, on note 22(k) la propriété suivante : si E est un espace vectoriel de dimension k
et si of < Z(E) vérifie les hypothéses de la partie, alors il existe x # 0 tel que x € Ker v, pour
tout ve .

Pour k = 1, of est nécessairement réduit a {0} et la propriété est évidente.

Supposons & (k) montré pour tout k < n—1, avec n = 2. On considere un espace E de
dimension n et «f ¢ £ (E) vérifiant les hypotheses. Si & est réduit a {0}, toute base de E
convient. Sinon, on peut trouver u € o \ {0} Alors, Ker u est un sous-espace vectoriel de
dimension < n—1. On applique I'hypothése de récurrence a «/x < £ (Ker u). 11 existe donc
xeKeru\ {0} tel que pour tout v € &, v(x) = vg(x) = 0. Ceci conclut la récurrence.

. On raisonne de nouveau par récurrence sur la dimension de E. On compléte le x trouvé a

la question précédente en une base b = (x, e;,..., e,) de E. On représente les matrices de &/



dans cette base. Si u € of est représenté par une matrice A, la matrice A; formant le bloc
carré inférieur droit de taille n — 1 représente un endomorphisme de E; = Vect(ey,...,e;),
qu’on note v;. En utilisant des produits par blocs, on montre que «#; = {v}, v € o/} vérifie les
hypotheses dela partie 2, dans’espace E;. Par hypotheése de récurrence, on peut trouver une
base b, de E; dans laquelle les v; sont représentés par des matrices triangulaires supérieures
strictes. Dans la base obtenue par concaténation de x et de b;, les endomorphisme v €
&/ sont représentés par des matrices triangulaires supérieures strictes, ce qui conclut la
récurrence.

3 Trigonalisation simultanée - cas d’'une algebre de Lie nilpotente

10. Si«f est comme dans la partie précédente, alors
Yu,ved,[u,vl=uov—vou=0€ .
Ainsi, la partie 3 généralise la partie 2.
11. Calculs préliminaires :
(@) Soient v, w € £(E), soient A, u € K.

ad,(Av+puw) =[u, Av+ pw]
=uoAv+pw)—Av+puw)ou
=Auov+puuow—-Avou—pwou
= Au, vl + plu, w]
=Aady(v) + pady(w).

(b) Soient u, v, w € £ (E). On calcule:

(u, [v, W]l + [w, [u, v]] + [v, [w, ul]

=[u,vw—wv]+[w,uv—vul+[v,wu— uw)
=ulvw—-—wv)—-(vw—-wvr)u+wuv—-vu)— (uv-vu)w+v(wu—uw) - (wWu—uw)v
=0.

On vérifie en effet que les 12 termes développés se simplifient deux par deux.

(c) Les applications L, et R, sont des endomorphismes de £ (E). Pour tout v € £(E),
ad,(v) = uv-vu= Ly(v) - R,(v), donc ad, = L, — R,. De plus, L, et R, commutent :
pour tout ve Z(E),ona Ly,oR,(v)=RyoL,(v)=uvu.

On peut donc appliquer la formule du bindme de Newton dans I'anneau £ (E), avec
les deux endomorphismes R, et L, :

N (N
VNeN,ad) = (L,-R)N =) (k)Lﬁ(—l)N‘kRuN‘k.
k=0
On peut évaluer en v € £ (E) et réécrire la formule en
N

N
VNeN,Vve Z(E),ad) ()= (k)(—l)N_kukuuN_k.
k=0



12.

13.

14.

15.

16.

Si u est nilpotent, on a u" = 0 pour un entier n € N. En prenant N = 2n— 1 dans la

formule précédente, on a, pour tout k € [0, N], k= nou N-k = n, et donc u* =0ou

uN=F = 0. Ceci montre que si u” =0, alors adi”_l = 0. Donc, ad,, est nilpotent si u est

nilpotent.

Sidime/ =1, of = Vect(u), ol u est un endomorphisme nilpotent. On considere x, € Ker(u).
Alors, comme tout élément de </ est multiple de u, x( est aussi dans son noyau, donc xg
convient.

On considere ’ensemble #  de tous les sous-espaces vectoriels stricts W de of tels que Yu, v €
W, [u,v] € W. Cet ensemble est non vide, car I'espace nul (et tous les sous-espaces de <
de dimension 1) sont dans #. Lensemble des dimensions des W € # est une partie de N
majorée par d — 1 ; elle admet donc un élément maximal, correspond a un sous-espace <1,
répondant a la question.

Par définition, p, est une fonction définie sur S, et renvoyant un élément de S. En effet,
[u, v]s estla composante de [u, v] sur S dans la décomposition «f = S® of;. Notons 715 : o —
S,v— vs. Alors 7 g est une application linéaire (c’est la co-restriction a S du projecteur sur S
parallelement a <) et, par définition, p, = 7soad,. Donc, p, € Z(S).

Soient u, v € of;, soit w € S. On calcule :

pucpy(w) = pu(lv,wls) = [u, [v, wisls.
Or, [v, w]s = [v, w] — [V, W] 4, . Donc,

puopy(w) =[u, v, wlls — [u, [v, wlgls.

Mais comme < est stable par crochets et que u et [v, w]y, sont dans «, [u, [v, W]y, ] est
dans <), donc sa composante selon S est nulle. On a donc bien :

pucpy(w) =[u,[v, wlls.
Soient u;, uy € of;. Soient A, p € K. Soit v € S. On calcule :

plu1+uu2(v) = [Aul +l,l,u2, U]S
= Auy, vls + pluz, vls
= Apu, (V) + ppy, (),

par des calculs analogues aux précédents. Ceci étant vrai pour tout v € S, on a Py, +pu, =
APy, + Hpy,. Ceci montre la linéarité de p.

Soient alors u, v € of; et w € S. On calcule le crochet de droite :

[p(w), p (W] (w) = pyopy(w)—pyopyu(w) =[u,lv,wlls — (v, [u, wlls,

en utilisant la question précédente. Comme [u, w] = —[w, u], 'identité de Jacobi peut étre
réécrite :

(u, [v, w]] - (v, [u, wl] = —[w, [u, v]] = [[u, v], w].
Ainsi, en prenant les composantes selon S, [p(u), p(V)]1(w) = [[u, v], wls = p([u, v]) (w).

Ceci étant vrai pour tout w € S, on a p([u, v]) = [p(w), p(v)].



17.

18.

19.

20.

21.

On a dit plus haut que «; # 0. Doncdim S < d—1. Ainsi, le sous-espace vectoriel Im p < £(S)
estde dimension < d—1, comme image d'un espace de dimension < d—1 par une application
linéaire. De plus, c’est une sous-algebre de Lie de £ (S), d’apres la question précédente (qui
montre la stabilité par crochets).

Enfin, si u € o), p, est nilpotent. En effet, on a montré dans la question 15, que p?‘u(w) =
adi(w)s, si w € S. Par une récurrence immeédiate, on montre plus généralement que plly (w) =
ad],y (w)s, pour tout N € N. Comme ad,, est nilpotent (d’apres les calculs préliminaires), p,,
I’est aussi.

Ainsi, Im p < £(S) est une sous-algebre de Lie de dimension < d—1, formée d’endomorphismes

nilpotents. Par hypothese de récurrence, on peut trouver vy € S — {0} tel que, pour tout
felmp, f(vy) =0.

Cela revient a dire que pour tout u € 1, p,, (vg) = 0.
Par définition de p,, on a donc

Yuceof,u,vgls =0.

Mais dire que la composante selon S est nulle revient a dire qu’on est élément de <f;. Donc,
Yue .sz¢1, [u, Uo] € .$2¢1.

Considérons alors le sous-espace «; @ Vect(vg) de «/. On a:

s Yu,ved,u,vled,
e Yue ,sz¢1, [u, Uo] € 52¢1
* [vg, vp] =0.
Par linéarité, on en déduit que ce sous-espace <] @ Vect(vy) est stable par crochets. Pour ne

pas contredire ’hypothese de maximalité de </ (parmi les sous-espaces stricts de «f), on
doit donc avoir <) @ Vect(vg) = «. Dong, «f; est un hyperplan de of. Donc dim«#; =d — 1.

E; estun sous-espace vectoriel de E car c’est'intersection [ ] Keru. En appliquant’hypothese

uess,
de récurrence a &, (de dimension < d — 1), on montre de plus que E; n’est pas réduit a {0}

Il reste a montrer que E; est stable par les éléments de «/. Soit x € Ej, soit v € of. Soit u € of].
Ona
u(v(x)) = [u, v1(x) — v(u(x)).

Comme x est dans E; et u dans <1, u(x) s’annule et on a donc u(v(x)) = [u, v](x). Mais, on
amontré a la question précédente que [u, V] € &) dés que u € of] et v € &«. Donc, on a aussi
[u, v](x) = 0. Ceci montre que si x € E7, alors v(x) € Ej, pour tout v € of.

D’apres la question 9, «f = &) & Vect(vp). Par définition, tous les éléments de «f; sont nuls
en restriction a E;. De plus, vy laisse E) stable ; 'endomorphisme induit (vg)g, € Z(E)) est
nilpotent donc a un noyau non trivial (on a montré que Ej # {0}). Si xo € E; est un élément
de ce noyau, alors xj est dans le noyau de v, et de tous les éléments de «f;. Par linéarité, il
est dans le noyau de tous les u € «f. Ceci conclut.

On raisonne par récurrence sur dim E. On peut trouver x # 0 tel que pour tout u € of, u(x) =
0.



Si dimE =1, of est réduit a {0} car tout endomorphisme de E est une homothétie ; il n’est
nilpotent que s'il est nul. Supposons le résultat vrai pour dim E = n — 1. Soit E de dimension
n. Considérons &' = (x,ey,...,e,) une base de E. Dans cette base, tout élément u de <f

s’écrit ( ) On montre comme précédemment que I’ensemble des endomophismes

%
Ay
de F = Vect(ey, ..., e,) représentés par les A, est une sous-algebre de Lie nilpotente de £ (F).
Par hypotheése de récurrence, il existe une base (éj,..., €},) de F dans laquelle ces matrices
sont toutes triangulaires supérieures strictes. Dans 9 = (xo, e'z, . e'n), les matrices des u € of

sont toutes triangulaires supérieures strictes. Ce qui conclut.



