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DM 19 - Suite récurrente et séries

1 Exercice

1. Etudier la convergence d’une suite (u,) définie par up >0etVneN, uy; =1+ —.

Up
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2. Déterminer, selon la valeur de a € R, la nature de la série Z -n" .
n=1 n

2 Probleme - Un résultat sur les séries numériques

Soit (ay) nen une suite a valeurs réelles. L'objectif du probleme est de montrer I’équivalence entre
les deux assertions suivantes :

i) Pour toute suite (u;,) ,en a valeurs réelles, si Z u, converge, alors Z anu, converge.
i) Lasérie )_|an+1 — anl converge.
Les sections 1.1 et 1.2 présentent des outils classiques sur les séries numériques ; certains des
résultats qui y sont démontrés pourront étre utilisés dans la section 1.3.
2.1 Transformation d’Abel

Soient (1) nen €t (V5,) nen deux suites de nombres.

n
1. Pour tout n € N, on note V,, = Z V. Montrer que
k=0

n n-1
VReN, ) ugvp=u,Vi— Y Viltgr — ug).
k=0 k=0
2. En déduire le critere d’Abel :

Si (1) est une suite de réels positifs, décroissante et de limite nulle ; et si (V};) ,eny €St bornée,
alors la série Z Un vy, est convergente.
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3. Une application : soient a > 0 et § € R. Discuter de la nature de la série Z —.
n

u
2.2 Séries ) —

Sn

n
Soit (u,)nen une suite de réels strictement positifs. Pour tout n € N, on note S, = Z ug. On
k=0

. . L. Un .

suppose ) _ u, divergente. On souhaite montrer que la série ) _ ga convergessia > 1.
n



4., Soita >1.

Uy, Sn dt
a) MontrerqueVnzl,Es i .
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b) En déduire que Z % converge.
n

u
5. Soit a € [0, 1[. Montrer que Z S—Z diverge.
n

6. On considere le cas limite o = 1.

a) Soit (a;)en une série de nombres. Montrer quel, si Z a, est convergente, alors

Ve>0,INeN:V(p,q) eN?,g>p=N =

2. an

n=p

<E.

b) Soit N € N. Montrer que si p est assez grand, alors — =

¢) En déduire la divergence de Z ?
n

7. Une application : soit § > 0. Déterminer la nature de la série Z ———, selon la valeur de .

ninf n
2.3 Démonstration de I'équivalence
Soit (a;) une suite a valeurs réelles.

8. Montrer I'implication ii) = 1).

On suppose désormais que (a;) vérifie (i) :
Pour toute suite (uy,) a valeurs réelles telle que Z U, est convergente, Z anuy est convergente.

9. Montrer que la suite (a;,) est bornée.
10. Soit (g,,) une suite a valeurs réelles de limite nulle.

a) Montrer que la série Z enlan+1 — ay) converge.

b) Montrer que la série Z €nlan+1 — an| converge.

11. En déduire que (a;) vérifie ii).

LCestle critere de Cauchy ; il s’agit en fait d'une équivalence.



