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DM 19 - Suite récurrente et séries

1 Exercice

2
1. Onnote f la fonction définie sur R} par f(x) =1+ = Pour tout x > 0, on a f(x) > 1. De plus,

2
six>1,onaf(x)<l+ 1 = 3. On en déduit que, quel que soit 1y > 0, uy €]1,3|.

2
La fonction f est décroissante sur [1,3], avec f(1) =3 et f(3) =1+ 3 € [1,3]. On en déduit
que l'intervalle [1, 3] est stable par f.
Onrésout :

fX)=x < x=1+%

— xX*-x-2=0

— x=-loux=2

Lunique point fixe de f sur [1, 3] est donc 2.
On peut calculer f'(2) = —1/2, pour conjecturer que 2 est un point fixe attractif.

On calcule ) 3542
X X
ferto= x2 xe2
—x2+x+2
Donc fo f(x)— —T.OnendéduitquefOf(x)>xpourx<26tf0f(x)<xp0ur
x> 2.

Ainsi, les intervalles [1,2] et [2,3] sont stables par f o f. Une suite récurrente de type v,+1 =
f o f(vy) est croissante dans l'intervalle [1,2] et décroissante dans l'intervalle [2,3].

Bilan : si ug € [1,2], u; € [2,3]. La suite (uy;) est a valeurs dans [1,2] et est croissante ; la suite
(u2n+1) est a valeurs dans [2,3] et est décroissante. Par théoreme de la limite monotone, ces
deux suites convergent ; nécessairement vers le point fixe 2 (seul point fixe de fo f sur [1,3]).
Et inversement si ug € [2,3].

On en déduit que (u,) converge toujours vers 2.
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En notant u, = (—1)"—a, on adonc
n
N 1 0 1
tn =(=1) qariz * Y\ ez |
1

. . n—
En particulier, u; ~ (-1) pa+1i2’

e Sia<-1/2, u, ne tend donc pas vers 0. Et donc Z u, diverge grossierement.
n=1

. 1 . . .
e Sia>-1/2, alors — tend vers 0 en décroissant. Par le critere des séries alternées,
n

- 1 L
la série ) (—1)”m converge. De plus, on a dans ce cas, a +3/2 > 1, donc la série
n=1 n

1 . - 1
> ——37; estconvergente. Donc, par comparaison, toute série du type > 0 (—)
n

na+3/2
n=1 n=1
est absolument convergente, donc convergente. Ainsi, parsomme de séries convergentes,

la série Z u, est convergente dans ce cas.
n=1

2 Probleme - Un résultat sur les séries numériques

2.1 Transformation d’Abel

1. Pourtout k€N, ona vy = Vi — Vi1 (avec V_; = 0). Donc,

n n
Y ukve= Y up(Vi— Vi)

k=0 k=0
n n-1
=) wVi— ) uenVe
k=0 /=0
n-1
=upVp+ Z (Ug+1 — Ui V.
k=0

2. On suppose que (u;) et (v,) vérifient ces conditions. SoitneN. On a:

n n—-1
Uk = U Vi — Y Viee — Ugs1).
k=0 k=0
Comme (u,) tend vers 0 et que V;, est bornée, (1, V) tend vers 0. De plus, comme (u,) est
décroissante :

n-1 n-1 n-1
2 Vi — gDl = ) Vel (g = ugr1) < ) M(ug — ugr1) = M(uo — un) < Mug,
k=0 k=0 k=0

ollonanoté M un majorantde (I Vkl). Ceci montre que la série Z Vi (up—ug41) est absolument
convergente, donc convergente.
n-1
Ainsi, quand n — +oo, u,Vj, et Z Vi(ur — ur,1) tendent vers une limite finie. Donc la série
k=0
Z Un vy, est convergente.
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= —, on sait déja que la série est absolument
,la

3. Une application : Comme )

n¢ n¢

convergente ssi a > 1. Notons u, = — ety = e Alors (u;) est une suite décroissante de
n

réels, tendant vers 0. De plus,
i(n+1)0

i l1-e
Va=) ve=), e =———sif#0(2n).
k=0 k=0 1-¢

2
On adonc, pourtoutneN, (sif@ £0[2x]) : |V,| < |1—i6| et donc (I an) est majorée.
—e

in6

Par le critere d’Abel, on en déduit que la série Z

pour tout 6 # 0[27].
inf 1
= —, de sorte que cette série converge ssi a > 1.
n

est convergente pour tout a > 0, et
,la

Sif=0[2n],ona

,la

u
2.2 Séries ) S—Z
n

4. Soita >1.

a) Commes les u, sont positifs, (S,) est croissante. Par décroissance de x — x%, on a
1

1
P < —, pour tout ¢ € [S;-1, Sy]. Donc,

Su

Swodr 1 Sn Sn—Sn-1  Uup
prart dt=—0F— ="
Sua 1Y S Js, Sn Sh
b) Au vu de la majoration précédente, et comme les séries considérées sont a termes
Sn dt
positifs, il suffit de montrer que la série Z rr est convergente. Or, si n €N,
Sn—l

nofSedt  (Sedt 1 s 1 tw ola S0
Z[ _a:f _a:[ﬁ]sg:j(so “-8, < 1ca1r04>1.
=S T So 1-a)t a a

. : S dt o i
Ceci montre que la série Z el est une série majorée de réels positifs. Donc, elle
Sn—l

- Up .
converge ; donc la série ) _ Sa aussi
n

5. SoitneN. On a

n Uy n Uy e

Y @zl =S "

k=0 k  k=0°n

La premiere inégalité vient de la croissance de (Sj). Or 1 —a > 0 et S,, — +0o. On en déduit

u
1-a . n L. .
que Sn — +00. Donc, par comparaison, Z S_“ est une serie dlvergente.
n

6. On considere le cas limite o = 1.



a)

b)

c)

p
On suppose que Z an est convergente. Pour tout p € N, on note S, = Z ap. On note
n=0

+00

aussi ¢ = Z ap. Soite >0.Onpose NeNtelque Vp=N+1,[S, - | <
n=0

Soient p,qg= N, avec g > p. Ona

£
%
q

2 an

n=p

£
=1Sqg=Sp-1l=ISq =Ll +1Sp- 1~ l<2x S =e.

La condition est bien vérifiée.

Pour tout n € [N, N + p], ona S, < Sy+p. Dong,

N+pun>N+’” Uy, _SN+p_SN—l_1 Sn-1

n=N Sn B n=N SN+p SN+p SN+p

N-1

Or, quand p — +oo, — 0. Dong, par localisation asymptotique, quand p est
N+p
N+p u
n . . o N
assez grand, )_ = est plus grand que toute constante strictement inférieure a 1, par
n=N %“n
exemple 1/2.

Ceci montre que la série ) S—n ne vérifie par le critere de Cauchy : pour € = 1/4 par
n
exemple, si N € N, en considérant un p comme dans la question précédente, on a
N+p
u 1
S—” > 7 ce qui nie le critére de Cauchy (N joue le role de p et N + p de q dans la
n=N *“n
définition de ce critere).

L. Up .
Dong, la série E 5. diverge.
n

n

1 1
7. Une application : Notons u, = —, pour n = 1. On sait que S, = Z T est équivalente a Inn.
n

2.3

8.

D’apreés ce qui précede, la série de Bertrand Z

k=1
u . N .. s
Donc, pour tout >0, — ~ . Comme les séries sont a termes positifs, on en déduit
s nlnfn
u
que la nature de Z est la méme que celle de Z .
ninf n p

converge ssi 3> 1.
ninf n

Démonstration de I'équivalence

On suppose que la série Z |an+1— anl converge. Soit Z U, une série convergente. Soit n € N,
par transformation d’Abel :

n n-1
arui = apUp— ) Urlags1 — ag),
k=0 k=0

n

ouU, = Z ur. Comme la série Z(anﬂ — ap) est absolument convergente par hypothese,

k=0

elle est aussi convergente. Donc la suite (a,) converge. Or (Uy) converge aussi par hypotheése.
Donc (a,U,) converge.



De plus, si M estun majorant de (|Ux]) (bien définie puisque (U,) converge), ona:

n-1

ak)| =M Z lak+1— al.

Donc, la série Z Un(an+1 — ay) est absolument convergente, donc convergente.

Finalement, Z anuy est convergente.

9. On suppose par I'absurde que (a,) n'est pas bornée. Alors (a,) n'est pas majorée ou pas
minorée. Par symétrie, on suppose qu’elle n'est pas majorée. On peut alors trouver une
extractrice ¢ : N — N telle que pour tout n €N, agm) =2".

On définit une suite u par
1
VnelN, Upn) = Z_n etVk¢ (P(N), ur=0

La série Z u, est convergente (de limite 1) : en effet, si N € N, on considére le plus grand n

N ¢(n)
tel que N = ¢(n). Alors, Y up = > uy < Z Up(j) = Z — = 1. Le changement de variable
k=0 k=0 j=0
est possible car les uy sont nuls si k n’est pas dans l’1mage de ¢.
N
Un calcul analogue montre que Z axuy = n, si n est le plus grand entier tel que N = ¢p(n).
k=0
¢(n)
En particulier, ) ayug = n— +oo; donc la série )  a,u, est divergente.
k=0

Ceci contredit la propriété i) et conclut la preuve par ’absurde.

10. a) SoitneN.Ona
n+l

Y ek —ar) =Y Ex—1ax— Z Ekak = Enln+1 — €0 + Z (Ek—1— €k) Ak

k=0 k=1 k=0 k=1
La suite (¢,a,41) tend vers 0 car (a,) est bornée. Le terme €gap est une constante.
Enfin, la série Z(sn_l —&,) converge (vers € par téléscopage et le fait que €, — 0),

n
donc par propriété i), la somme Z (k-1 — €x)ax converge, quand n — +oo.
k=1
Finalement, la série Zen(anﬂ —ay) est convergente.
b) On note &, = sgn(a,+1 — an)€y, ol sgn(x) vaut 1 si x = 0 et —1 sinon. La suite (g5,)

tend aussi vers 0. Donc, la série ZEZ(anH — ay,) converge. Comme &,(dn+1 — an) =
&nlans1 — ayl, ceci conclut.

11. On a montré que si (a,) vérifiait i), alors la série Zenlan+ 1 — al converge, pour toute suite
€, tendant vers 0. Supposons par I'absurde que Z lan+1 — anl diverge. Alors, en notant S;,

1
sa somme partielle d’ordre n, on a £, = — — 0. Pourtant, d’apres la question 6, on devrait
n

. lGn+1— anl |,
avoir E — divergente, c’est absurde.
n

Donc, Z lan+1 — anl est convergente : (ay,) vérifie la propriété ii).

Remarque : on a donc utilisé le résultat suivant, issu de la partie 1.2. Si Z Un est une série
divergente a termes positifs, on peut trouver une suite (¢,) (a termes positifs) tendant vers 0 telle
que Z £n Uy est encore divergente.



