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DM 22 - Chaines de Markov

1 Théoréme de Perron-Frobenius

n n
1. Pourtouti€ [1,n], (SX)i1=)_ SijXxj=)_ Sij-
j=1 j=1
n
Onadonc SX=XssiVie][l,n], Z Si,j = 1 ssi S est stochastique.
j=1

2. Soient S, T stochastiques. Comme les coefficients de S et T sont positifs, ceux de ST aussi.

Deplus,ona (ST)X = S(TX) = SX = X. Donc, parla question précédente, ST est stochastique.

n
3. * On considere la i-eme composante de 1'égalité SY = AY. On a (SY); = Z Si,jyj et
j=1
(AY); = A. On prend la valeur absolue et on a la premiere égalité.
* On applique ensuite I'inégalité triangulaire en utilisant S; ; = 0.
¢ Ladeuxieme inégalité vient de ce qu’'on a pris | y;| maximal et qu'on a ensuite normalisé
pour suppose |y;| < 1. Donc, ona|y;| < 1 pour tout j.

* Ladernieére égalité vient de la définition d'une matrice stochastique.

4. La chaine d’(in)égalités montre que |A| < 1. Si|A| = 1, on a égalité dans les deux inégalités.
Légalité dans la deuxieme inégalité donne |y;| = 1 pour tout j (car S est supposée strictement
positive). L'égalité dans la premiere inégalité donne qu’il existe u € C et des u; € R, tels que

Si,j¥j = pju. Comme les S; j sont des réels positifs, les 2 sont des réels positifs.

u
Donc les y; sont de module 1 et ont méme argument. Donc Y € Vect(X).

5. SP est strictement positive par hypothese. Soient i,k € [1,n]. On a

n
(SP*Y)ik = Y Si,i(SP) k-
j=1
Tous les (SP) j,k sont strictement positifs ; de plus les S; ; sont positifs et au moins un est non
nul puisque leur somme vaut 1 ; donc SP*! est strictement positive. De plus, par Q2, S” et
SP*! sont stochastiques.

Comme SX = 1X, ona SPX = APX et SP*1X = AP*1X. Donc, A? est une valeur de propre
de SP et AP*! de SP*!. On peut donc appliquer les résultats de la question précédente : on a
AP <1,donc |A| < 1.

De plus, si [A| = 1, on a [AP| = |[AP*!| = 1. Par le cas d’égalité de la question précédente,
AP = AP*1 =1, donc A = 1. De plus, Y € Vect(X) (car c’est un vecteur propre associé a A”
pour la matrice SP).

6. Comme les matrices A, et N commutent, on peut appliquer la formule du binéme de
Newton.

p
TP =Y (”)AP"CN’C.
k=0 k



10.

11.

De plus, comme N est nilpotente, les termes sont nuls si p = n. Fixons k € [0,n—-1]. La

quantité (Z) est polynomiale en p, tandis que A” ¥ est une suite géométrique de raison A
avec |A| < 1. Par croissance comparée, on a (’;)/lp_k — 0 quand p — +oo. Il en va de méme
des matrices (Z) AP~* N Par somme finie, TP converge vers la matrice nulle.

Les puissances S'” se calculent par un produit par blocs :

1 0 0 .. 0
0 AP o.. o0

sP=|0 0 Ap ... 0
0 0 0 0 AP

Par la question précédente, chaque bloc A’; tend vers 0. Donc, S'” tend vers la matrice K
avec un 1 en haut a gauche, et des 0 partout ailleurs.

Comme S est semblable a S’, on peut trouver une matrice Q € GL,(R) telle que S = QS Q_l.
On en déduit que S = QS?Q!, pour tout p. On montre (en regardant coefficient par
coefficient) que les limites matricielles sont compatibles avec le produit matriciel. Donc,
S converge vers QKQ ™!, oi1 K est définie 4 la question précédente.

Pour tout p et pour tous i, j, (Sp),-,j > 0. Par passage a la limite, on en déduit que (Sx);,j = 0.

n n
De plus, pour tout i, Z (Sp)i,j =1; donc par passage a la limite Z (Soo)i,j = 1.
j=1 j=1
Donc S, est stochastique. Elle est de rang 1 car semblable a la matrice K qui est de rang 1.

Comme Sy estderang 1, elleaunelignenonnulle L= (p1  p2 ... py)ettoutesleslignes
sont proportionnelles. De plus, comme S, est stochastique, la somme sur chaque ligne vaut
n

1;donc Z p;j = 1 et toutes les autres lignes sont égales a L (car sinon la somme ne ferait pas
j=1
1). Ainsi, Sy, est de la forme

pP1 P2 ... Pn

pPir p2 ... Pn
Soo =1 . . . .

pPir p2 ... Pn

ce qu’on peut encore écrire So, = XL.

On a Ss0S = Seo par passage 2 la limite dans I'égalité SPS = SP*!. Donc, XLS = XL. C’est
une égalité entre deux matrices ayant leurs n lignes identiques ; a gauche, la ligne vaut LS, a
droite L. Donc, LS = L.

Si LS = I, on a par récurrence immédiate LS?, puis LSy, = L par passage  la limite. On a
donc (LX)L = L. Comme LX € R, ceci montre que L € Vect(L).



2 Théoreme ergodique sur les chaines de Markov

12. Par la formule des probabilités composées, on a

p
P((Xo = ig) -+ (Xp = ip)| = P(Xo = o) x [ | P(Xee = ik | (Xo = ig) N+ 1 (X1 = ig1)).
k=1
Par hypothese markovienne et indépendance temporelle, les facteurs se simplifienten P(Xy =
ik | Xk—l = ik—l) =P(X; = lk | X() = lo) = P(ik_l,ik). De plus, P(X() = l()) = ﬂo(io). D’ou la
formule annoncée.
13. Soitie[1,n].Ona
n n

Y PG, j)=) PX)=j|Xo=10).

j=1 j=1
Les évéenements (X; = j), pour j € [1, n] forment un systéme complet d’évéenements. Donc,

n
Y PXi=jlXo=10)=1
j=1
On rappelle que si A est un évenement quelconque de probabilité non nulle, P est une probabilité
; on applique cela a I'évenement (Xo = i).!
14. Soiti€ [1,n].Ona
n
P(Xpn=i)= ) P(Xp=P(j,1),
j=1

en utilisant Q12. Cette égalité se traduit matriciellement en 7,41 = 7, P.

15. Siv estinvariante,onavP =vcarv=rmyetvp=r;.
Réciproquement, si vP = v, une récurrence immeédiate sur la question précédente donne
n, = vPP = v, de nouveau par récurrence.

16. Pour tout p, lamatrice P” a pour coefficient (i, j) la valeur P(X,, = j | Xo = i). De plus, on sait
que P est stochastique. Des lors, les conditions de forte irréductibilité et d’ergodicité sont
les mémes.

17. On applique les question 10 et 11 sur la matrice P ergodique. En notant v la ligne appelée L
question 10, on a vP = P. De plus, la somme des coefficients de v vaut 1, donc v peut étre
interprétée comme une mesure de probabilité, et elle est invariante (Q15).

Lunicité vient de ce que si v’ est invariante, on a v'P = P et donc v' € Vect(v) (Q11) et donc
v/ = v car les sommes des coefficients valent 1.

On a vu que 7y = moPP. Le terme de droite tend vers moPs = 79XV, ol X est la matrice
colonne avec des 1. Mais, 1o X = 1 (la somme des coefficients de my vaut 1) ; on a donc
montré que 7, converge vers v.

3 Deux exemples

3.1 Chaine de Markov a deux états
l-a a )
B 1-p)

IFormellement, rien n’assure que (Xp = i) est de probabilité non nulle ; il aurait fallu préciser cela dans I’énoncé ou
présenter les choses légerement différemment.

18. OnaQ:(




19.

3.2

20.

21.

22.

23.

24.

Comme a, § €]0, 1], Q est strictement positive donc ergodique. Donc, la chaine de Markov est
fortement irréductible. Pour déterminer la loi invariante v = (v1 vz), on résout le systeme
vQ =v. On trouve v € Vect(( a)). Donc, aprés normalisation :

a
V1= P etvy =

a+p a——i-ﬁ'

a

m+|‘<::
=
1]

QR +|R
=

N —

5]
+
=

Et Q” converge vers (
a+p

Urnes d’Ehrenfest

On a une chaine a n + 1 états qu’'on note par les entiers de [0, n]. On est dans 'état k s’ily a

k boules dans I'urne 1. Quand on est dans I'état, on peut seulement aller dans I'état k + 1 ou
n—k

k—1 (si on ne sort pas de [0, n]). La probabilité d’aller de k a k+1 est et celle d’aller de

r n
kak-1est—.
n

On note P cette matrice (avec les lignes et colonnes de 0 a ). On a

0On 0 0 .00
10 n-1 0 .. 00
p=Xilo 2 0o n-2 .. 0 0|
n
00 0 0 .10

La parité du nombres de boules dans une urne évolue a chaque étape. Cela se traduit par le
fait que les matrices P ont des 0 en position (i, j) si p est pair et que i et j n’ont pas méme
parité ; ou si p estimpair et que i et j ont méme parité.
Donc, aucune puissance de P n’est strictement positive et la chaine de Markov n’est pas
fortement irréductible.

n

Le vecteur ligne v correspondant a la loi binomiale a pour coefficient & : ZL” Pourke[l,n—
11, le coefficient k de vP est

1 n n
nzn((n—k+1)(k_l)+(k+ 1)(k+1)).

Par symétrie et la formule du chef, cela se simplifie en

1 ( n—1 N n—1 ) 1(n
n n = — ,
n2n n—k k 2\ k
par la formule de Pascal (Les trois formules ensemble /) Ceci montre 1'égalité vP = v pour
k #0, n (et les cas restants sont immeédiats).

Pour montrer I'unicité, on écrit le systeme linéaire correspondant et on observe assez vite
que I'ensemble des solutions est de dimension 1 (a écrire).

En général, non. Sila loi de X, favorise les états pairs par exemple, la loi de X}, va favoriser
les états pairs quand p est pair et les états impairs quand p est impair. Ceci implique que la
loi de X, ne va pas converger.



