MPSI 3 Feuille d’exercices 2023-2024

Espaces préhilbertiens

1 Calculs dans les espaces préhilbertiens

Exercice 1. ©OO - Somme, intersection, orthogonaux

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace euclidien E. Montrer

(F+G)* =F*nGlet(FNnG)* =F-+G*.

Exercice 2. ©OO - Processus d’orthogonalisation de Gram-Schmidt

On munit R? de son produit scalaire usuel.

Orthogonaliser la famille de vecteurs (u;, up, u3), ot u; = (1,1,0) ; up = (1,0,1) ; ug = (1,1,1).
Exercice 3. & — @ OO — Projecteur orthogonal dans R*

On munit R* de son produit scalaire usuel.

1. Ecrire la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur le sous-espace
F={(x,y,2,1) eER | x—y-z- t=x-z—-2t=0}.

2. Donner la distance a F du vecteur (1,2,3,4).

Exercice 4. @ OO — Un calcul sur les produits scalaires

Soient xi,..., x,, des vecteurs unitaires dans un espace préhilbertien E.
n

On suppose que Z x; = 0. Déterminer la valeur de Z (xi | xj).
i=1 l<i<j<n

Exercice 5. & — @ OO — Une inégalité dans R"

n 2 n
Soient xi, ..., X, € R. Montrer I'inégalité ( Z xk) <n Z xi. Cas d’égalité ?
k=1 k=1

2 Exemples d’espaces préhilbertiens
Exercice 6. ©OO — Un produit scalaire sur R[X]

1 (T .
Pour P et Q dans R[X], on définit ¢(P,Q) = > P Qe %) ae.

-7

1. Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur R[X].

2. Montrer que la base canonique de R[X] est une base orthonormale.



Exercice 7. @ OO — Exemples de produits scalaires

Dans chacun des cas suivants, montrer que I’espace E est un espace préhilbertien.

1
1. E=R[XL(RQ)~»<P|Q>=[O P QD dr.
1
2. E=%"(I-1,1),R), (f,g)H<f|g>=f(O)g(0)+f1f’(t)g'(t)dt;

+00
3. E=R[X], BQ—<(P|1Q =Y. PP 0¥ 0;
k=0

n
4. E=R,[X],(BQ)—(P| Q)= Z P(k)(ak) Q(k)(ak), pour ay, ..., a, € R quelconques.
k=0

Exercice 8. & — @ OO — Norme triple sur 4(,,(R)
On identifie 'espace euclidien R" a M, 1 (R).

1. Soit A= (a; j)1<i,j<n € A, (R). Montrer qu'il existe C(n) tel que pour tout X € R",

|AX|| = C(n) max |a; |l XI].
1<i,j=n

2. Pour A€ 4, (R), on pose [|All = sup [|[AX]. Montrer que ceci définit une norme sur .4, (R).
1X1I=1
3. Déterminer la norme d’'une matrice orthogonale.

Exercice 9. & —- @ OO - Inégalités intégrales
Soit E = 6/([0,1],R).

1 2 1
1. Montrer que pour tout f € E, (f f(t)dt)) s[ f(t)zdt. Cas d’égalité ?
0 0
1 1 2
2. Montrer qu’il n’existe pas de réel A tel quepourtoutf(—:E,[ fz(t)dtsA(f f(t)dt) .
0 0
1 pl ) 1 1 2
3. Montrerquef [ (fw - f() dudv:Zf f(t)zdt—z(f f(t)dt) )
0o Jo 0 0
1 1 2 1 1
4. On suppose quefestdeclassecgl.Montrerquef f(H%dt< (f f(t)dt) +§f fl(v2dt.
0 0 0

Exercice 10. @ ©O - Produit scalaire sur les matrices
On note | M| lanorme de M € .#,(R), associée au produit scalaire (M, N) — Tr(MTN).
1. Montrer que ||AB]| < ||AlllIBIl, pour A, B € 4, (R).

2. Déterminer I'orthogonal des matrices scalaires ; des matrices symétriques.

3. Soient A, B deux matrices symétriques. Montrer que v/ Tr(A + B)2 < v/ Tr(A2) + \/Tr(B2).



Exercice 11. & —- @ ©O — Polynomes de Legendre

On considere sur R[X] le produit scalaire donné par (P | Q) = fl P(HQ(ndt.

Pour n€N, onnote L,, = (X"(I—X)”)(n). "
1. Montrer que L, est de degré n et calculer son coefficient dominant.
2. Soit P € R[X] tel que P(0) = P(1) = 0, soit Q € R[X]. Montrer que (P' | Q) = —(P | Q').
3. Montrer que (L) zen st une base orthogonale de R[X].

4. Déterminer || L,l|, pour tout n e N.

Exercice 12. @ ©O - Produit scalaire sur les polynomes

P(a;)Q(ay).

0

Soient ay, ..., a, des réels. Pour P,Q € R, [X], on pose (P | Q) =

n
i=

1. A quelle condition sur les a; ceci définit-il un produit scalaire sur R,[X] ?
On suppose cette condition vérifiée.

2. Déterminer une base orthonormée de R, [X] pour ce produit scalaire.

n
3. Déterminer la distance de X" a F = {P € R,[X] | ) P(a;) = 0}.
i=0

Exercice 13. @00 - Lespace (*(R)
On note ¢ (R) I'ensemble des suites réelles (a;) ,en telles que Z a,21 converge.

1. Montrer que si (a,) et (b,) sont dans 0? (R), alors Z anb, converge.

2. Montrer que ¢*(R) est un sous-espace vectoriel de RV.

+00
3. On définit (- | -) par : pour toutes a = (a,) nen €t b = (by,) nen Suites de 2[R), (a|b) = Z anb;y.
n=0

Montrer que I’on définit ainsi un produit scalaire.

4. La famille des (ex) xery OU €k est la suite (O, ;) nen est-elle orthonormée ?
Est-ce une base orthonormée de ¢%(R) ?

Exercice 14. @ ©O — Contre-exemples en dimension infinie
1
Soit E = 6([-1,1],R), muni du produit scalaire (f | g =f fgdze.
-1

1. Soit H={f € E, f(0) = 0}. Montrer que H: = {0} et conclure que (HYH' # H.

2. Soient A={f€E, Vte[-1,0], f(1) =0} et B={f€E, Vte[0,1], f(1) =0}.
Démontrer que AL:B, que BL:A, mais que (AmB)l #AL+BL.



Exercice 15. @ ©O — Un produit scalaire sur les fonctions continues

[e.°]

1

SoitE = %([O, 1], [R) et (a,), une suite a valeurs dans [0, 1].Pour f, g € E,onpose {f|g) = Z Ef(ak)g(ak).
k=0

Justifier la définition et montrer que ceci définit un produit scalaire ssi (a;), est dense dans [0, 1].

Exercice 16. & — @ @O — [négalité de Hilbert
1 T
1. Montrer VPeR[X],f p?= —if P2 el dg.
-1 0

Aar _ o

2. En déduire que, pour tous a, ...,a, €R,ona ) ————=<7 ) a.
T<nk+0+1

0<k,?

3 Distance a un sous-espace

Exercice 17. @ OO - Un calcul de distance

1

Déterminer inf (t3 —at*—btr- c)zd t.
a,b,ceR Jo

Exercice 18. & - @O O — Un calcul de distance sur les matrices

On munit .4, (R) de son produit scalaire usuel. Calculer la distance delamatrice A=|-2 -1 -1

al’ensemble des matrices antisymétriques.

Exercice 19. & - @ @O — Polynomes de Tchebychev

/A
Pour B, Q € R[X], on définit (P | Q) = f P(cost)Q(cost)dt.
0
1. Montrer que ceci définit un produit scalaire sur R[X].

2. Rappeler la définition et la relation de récurrence vérifiées par les polynémes de Tchebychev
T,,. Donner le degré de T, et son coefficient dominant.

3. Soit n = 1. Montrer que (T¢)o<k<n €st une famille orthogonale de R[X]. Calculer || T, |-

4. On note F, le sous-espace affine des polyndmes unitaires de degré n: F, = X" + R, [X].
b/

T,
Montrer que inf | P(cos)®dt est atteint en —— et calculer sa valeur.
PeF, Jo 2n-1

1
5. On note F I'ensemble des polyndmes unitaires de R[X]. Déterminer }i)nlfc f P(cost)?dt.
€FJo

Exercice 20. & - @ @O — Déterminants de Gram
Soit E un espace préhilbertien. Si x1,..., x, € E, on appelle matrice de Gram de x;,..., x, la matrice
Gram(x, ..., x,) = ((x; | x;))

1<i,j<n

et déterminant de Gram de x1,..., x; le déterminant G(x;,..., x;) de cette matrice.



1. Montrer que rgGram(xy, ..., X,) =18(X1,...,X5).
En déduire que (x1,..., x,) estlibre ssi G(xy,...,x,) #0.

2. On suppose E euclidien orienté de dimension n = 1. Montrer que G(x1,...,X;) = [x1,..., xn]z.

3. Dans le cas général, on note F un sous-espace vectoriel de E de dimension 7 et (e,...,ey,)
Gley,...,en X)

une base de F. Montrer que, pour tout x € E, d(x, F)2 = .
G(el»---ren)

Exercice 21. @ @O — Minimisation de 'énergie

1
1. Montrer que (f,g) — {f | g :f (fg+ f'g’) est un produit scalaire sur €* ([0, 11, R).
0

2. Onpose F = {f € 6%([0,11,R) | f” = f}. Montrer que F* = {f € €' ((0,1)) | f(0) = f(1) = 0}..
3. Déterminer une expression explicite de la projection orthogonale de € ([0, 1]) sur F.

4. Soita, BeR. Onpose Eqp=1{f € €' (10,1,R)| f(0) = a, f(1) = B}.
(@®+ B?) chl-2ap
sh1 '

1
Montrer I'égalité inf [ (f(0*+ f (D) dt=
fEEa,/i 0

4 Endomorphismes remarquables

Exercice 22. & — @ ©O — Inégalités sur les matrices orthogonales

Z aij|sns Z Ia,-jlsn\/ﬁ

1=<i,j<n 1=<i,j=n

Soit A= (a;,j) € On(R). Montrer que

Exercice 23. & —- @ ©O — Syméirie orthogonale et réflexions
Soit E un espace euclidien de dimension #, soit s une symétrie orthogonale de E, par rapport a un
sous-espace F de dimension d. Montrer que s est la composée de n — d réflexions.
Exercice 24. @ OO - Caractérisation des projecteurs orthogonaux
Soit E un espace eucldien, soit p une projection de £ (E).
Montrer que p est orthogonale ssi pour tout x € E, | p(x) |l < [ x].
Exercice 25. @ ©O - Adjoint d’'un endomorphisme
Soit E un espace euclidien. Soit f € £(E).
1. Montrer qu'il existe une unique fonction f*: E — E telle que pour tous x, y € E, on a

(F 1y =] ().

2. Montrer que f* est linéaire.

3. Montrer que I'application de @ : £ (E) — £(E) définie par f — f* est linéaire.
Montrer que ® est une symétrie ; ® est-elle un automorphisme d’algebre ?

4. Exprimer la matrice de f* en fonction de celle de f dans une base orthonormée.



Exercice 26. @ @O — Endomorphismes commutant a O(E)
Soit E un espace euclidien.
Déterminer I'ensemble des endomorphismes de E commutant a tout élément de O(E).
Exercice 27. @ @O — Les isométries sont affines
On munit R" de sa structure euclidienne canonique. Soit f: R" — R" tel que
Vx,y eR% I f(x) = fFIl = llx=yl.
Montrer qu'il existe A€ OR™) et Y e R" telque f: X — AX+Y.

Exercice 28. @ @O — Conservation de l'orthogonalité
Soit E un espace euclidien, soit # un endomorphisme de E tel que
Vx,ye E,{x|y)=0 = (u(x) | u(y))=0.

Quedirede u ?

Exercice 29. & — @@ © — Décomposition QR et inégalité de Hadamard

1. Décomposition QR. Soit M € M, (R). Montrer qu'il existe Q € O,(R) et R € T, (R) tels que
M =QR.

2. Inégalité de Hadamard. Montrer VM € M,(R),|detM| < |Cy(M)]l---IC(M)Il, en notant
Cir(M) la k-eme colonne de M.

5 Autres exercices

Exercice 30. @ OO — Le retour de la diagonale nulle
Soit E un espace euclidien, soit f € Z(E) tel que Tr(f) = 0.
1. Montrer qu'il existe x € E — {0} tel que (f(x) | x) = 0.

2. En déduire qu’il existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de f a une
diagonale nulle.

Exercice 31. & - @@O — Simplexe régulier

Soit E un espace euclidien de dimension n.

o . 1
Montrer qu’on peut trouver X, ..., X,+1 unitaires dans E tels que Vi # j, (x; | x;) = ——.
n

Exercice 32. & — @ @O — Méthode probabiliste d’Erdis

Soient vy, ..., U unitaires dans un préhilbertien E. On veut montrer qu’il existe €1, ...,&, € {1} tels
n

que || Z €;vill < v/n. On consideére Xj,..., X,, des variables aléatoires indépendantes de méme loi
i=1
n
de Rademacher. On pose X = || Z X;v;ll. Déterminer I'espérance de X et conclure.
i=1



Exercice 33. @@ 0O — Théoréme de von Neumann

Soit E un espace vectoriel muni d'une norme || - ||. On suppose que
Vx,y € B llx+yI? +llx - yI* =2]x)* + 2] yl1%.

Montrer que la norme est euclidienne.

Exercice 34. & — @@ © — Un (cas particulier d’'un) théoreme de Grothendieck
Soit V = €°([0, 11, R) un sous-espace vectoriel et A > 0 tels que Vf € V, || flloo < All fll2.

1. Montrer que V est strictement inclus dans €°([0,1],R).

2. Soit (f1,..., fp) une famille orthonormée de V.

n

Y cifi

n
. 2
en fonction de Z cj.
i=1 i

o i=1

(a) Pourtouscy,...,c, €R, majorer

p
(b) Endéduire que Y f7 < A%
i=1

3. Déduire de la question précédente que V est de dimension finie et que dim V < A%

4. Montrer que pour tout 7, il existe un sous-espace vectoriel V < €.#([0,1],R) de dimension
nettelque V€V, flleo <Vl fl2.

Exercice 35. & — @@ © — Familles obtusangles

Soit E un espace euclidien de dimension n. Soient xi, ..., x; dans E.
On suppose que pour tous i # j, {(x; | xj) <0. Montrer que k< n+1.

Indications

Exercice 5. Cauchy-Schwarz astucieux.
Exercice 14. Définir des fonctions nulles en 0, mais valant 1 en dehors d'un petit voisinage de 0.

Exercice 17. Interpréter cet infimum en fonction de la distance de ¢ — > 4 'espace des fonctions
polynomiales de degré < 2.

Exercice 22. Cauchy-Schwarz astucieux.

Exercice 29. Interpréter 1. comme une traduction matricielle du procédé d’orthogonalisation de
Gram-Schmidt.



