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DM 24 - Théorémes de Weierstrass et Fejér

Pour tout k € Z, on note e : R — C, la fonction définie par ey (x) = e'** On appelle polynéme
trigonométrique toute fonction de R dans C, appartenant a Vect ((ek) keZ)-

Dans ce probléme, on démontre les deux théorémes suivants d’approximation polynomiale :

e Théoréme de Weierstrass: si f € 6 ([a, b],R), il existe une suite (Pp,) nery de polyndmes convergeant
uniformément vers f sur [a, b].

o Théoreme de Fejér1 1 si f e €(R,C) est 2n-périodique, alors il existe une suite (Ty),en de
polyndémes trigonométriques convergeant uniformément vers f sur R.

On notera selon le cas || f]lo 1a borne supérieure de 'ensemble des valeurs f(x), avec x dans
[a, b] ou dans R.

0. Pourquoi || fllo est-il bien défini dans les deux cas ?

1 Théoreme de Weierstrass via les polynomes de Bernstein
Soit f € <€([0, 1],R). Pour x € [0,1] et n € N*, on note Xy, x une variable aléatoire® de loi AB(n,x).

X

X
1. Montrer que 'application x — E ( f (L)) est polynomiale de degré au plus n.
n

X
On note By, (f) € R,[X] le polynéme de Bernstein tel que Yx € [0, 11, B, (f)(x) = E(f (—Zx))

On fixe € > 0.
2. Justifier I'existence de 6 > 0 tel que :

Vy,z€[0,1], ]y -2l <6 = If(y)—f(x)lsg.

X
Pour tout x € [0,1] et n € N*, on note A, , I'événement : (|ﬂ - x| < 6).
n

3. Justifier les égalités et I'inégalité suivantes :

B0 - f01 =B (7225 - pe | = 8| [Z22) - o] = {722 - reola )

n n n

+E()f(%)—f(x)|ﬂ%).

Laussi appelé théoreme de Weierstrass trigonométrique

2Lunivers de définition de X n,x dépend a prioride n et de x. Cela n’a pas d’'importance car on travaille a x et n fixés.



10.

. Montrer que E(‘f(%) —f(x)’ﬂAn,x) =

£

>

Xn,x
n

Montrer que E(|f( )—f(x)|1]1%{) < 2] fllooP(Ap,x)-

En déduire que Vx € [0,1],YneN™ :

£ 1l
Ba(N0) = fl <+ 55

. En déduire que la suite d’applications polynomiales B, (f) converge uniformément vers f

sur [0,1].

. Démontrer le théoreme de Weierstrass.

b
Une application : soit f € €([a, b],R) telle que, pour tout n € N, f t"f(dt=0.
a

Montrer que f =0.

Que dire d'une fonction f € € (R,R) telle qu’il existe une suite P, d’applications polynomiales
convergeant uniformément vers f sur R ?

2 Théoréme de Fejér

Soit f € €(R,C) une fonction 27-périodique. Pour tout n € Z, on note

_i d —int
en(f) = znf_ﬂf(t)e dt

le n-éme coefficient de Fourier de f. Pour tout n € N, on note S, (f) la série de Fourier de f d’ordre
n, définie sur R par

Sa(HX) = Y ck(fre*™.

|klsn

Pour tout n = 1, on note 0, (f) la moyenne de Cesaro des S, (f), définie par

1 n—1
on(f) ==Y Sc(f).
k=0

On va montrer que o ,(f) converge uniformément vers f sur R.

11.

Pour tout n = 1, on définit le noyau de Fejér d’ordre n par Fj(x) =

12.

Montrer que pour tout n = 1, 0,(f) est un polyndme trigonométrique.

n-1
1Y v i,
N i=o\jl<k

Montrer les propriétés suivantes de F, :

a) Lf F,(Hdt=1
21

-7

b) VxelR,an(f)(x):% flx—DF,(t)dt

2



1 (sin(nx/2) 2
c) VxeR-2nZ,F,(x) = — | ——— "
n\ sin(x/2)

Soit € > 0. Comme a la question 1.2, on peut justifier I'existence d'un 6 > 0 tel que
€
Vy,zel-mallz—yl=é6 = |f() - f)| < 7
Quitte a diminuer §, on peut supposer 6 < 7.

13. Montrer que Vx € R,

1 -6 1 )
1) = on( D) < —f Fa()1f 00— fx—Dldi+ —f Fa)1f (0 = fx—Dld1
27 21 J-s

-7

1 T
+§f5 Fa(OIf (x) = f(x—Dldt.

14. Montrer que Vx € R,
1 9 €
—f Fpo(Dlf(x)— f(x—0)ldt < —.
2n J-s 2

15. Montrer que Vx € R,

1 4 1 [~
- Fn(t)|f(x)—f(x—t)|dt+gf6 Fa(O1f () f(x - )ldt <

2|1 flloo
. (5)2
nsin (E)
16. En déduire que o,(f) converge uniformément vers f sur R, quand n — +oo.
17. Soient f, g € € (R,C) deux fonctions 27-périodiques.
Montrer que siVne Z,c,(f) = cn(g), alors f = g.
3 Equivalence des deux théorémes

18. (Question bonus)
Déduire de I'’énoncé du théoreme de Weierstrass le théoreme de Fejér, et réciproquement.



