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DM 24 - Théorémes de Weierstrass et Fejér

0. Sife¥ ([a, b],IR), [ estbornée sur le segment [a, b] par le théoreme des bornes atteintes.
Si f € €((R,C) est 2n-périodique, on a I'égalité f(R) = f([0,27]). Comme f est continue sur
le segment [0,27], f est bornée sur ce segment par le théoreme des bornes atteintes. Elle est
donc aussi bornée sur R.

1 Théoreme de Weierstrass via les polynomes de Bernstein

1. Parle théoreme de transfert, on a
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Cette expression est bien polynomiale de degré au plus n.
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2. Comme f est continue sur le segment [0, 1], elle y est uniformément continue par le théoréme
de Heine. D’ot1 le résultat.
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3. e Légalité|Bu(f)(x)— f(x)] = ‘E(f( .
fait que E(f(x)) = f(x) (car f(x) est une constante).

) - f(x)) ‘ vient de la définition de B, (f)(x) et du
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* Linégalité |E ( f ( Zx) -f (x)) | <E (| f ( Zx) -fx) |) vient de I'inégalité triangulaire.
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. L’égalitéE(|f(X x) —f(x)() :E(|f(X"’x) —f(x)’ﬂAn,x)+E(|f(X"'x) —f(x)‘ﬂM) vient
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—f(x) |1] A, , estnon nulle seulement quand ’ —== —x| < 6. Dans ce cas, par définition
: n
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de 6, on a ‘f(XZ'x)—f(x)’ < g Donc, ‘f(

. Dong, par croissance de
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I’espérance, son espérance aussi est inférieure ou égale a >

€
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5. Par inégalité triangulaire, on a |f( "’x) - f(x) ’ﬂA— < (f ( "’x) +|f(x) |)1]T <2/ fllooT5—
n nx n n,x n,x

Par croissance de I’espérance, on a donc :

Xn,x -
E(|f( : )—f(x)|ﬂAM) < 20 fllooE(052) = 21 FllooP (A, ).
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6. Parl'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a

V(Xnx)  nx(1-x) - 1

P(Ans) =P(Xnx—nxl>nd)s —5 5= — =< —

1
carx(1-x)<-sixe|0,1].

En combinant les inégalités des questions 3, 4 et 5, on a le résultat.
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7. Ftant fixés € et 8, la quantité
2né?
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né2 =~ 2’
Alors, pour n = N, on a |B,(f)(x) — f(x)| < &. Ceci est indépendant de x ; donc pour n =
N, B (f) - flleo < €. Donc B, (f) converge uniformément vers f, quand 7 tend vers +oo.

tend vers 0 quand 7 tend vers +oo. Dong, il existe N € N

tel que pour tout n = N,

8. Le théoréeme de Weierstrass est démontré pour [a, b] = [0,1] puisqu’on a vu que les B, (f)
étaient des applications polynomiales.
Passons au cas général. On considere f € €([a,b],R). La fonction g : x — f(a+ x(b- a))
est continue sur [0,1]. On peut donc considérer une suite P, de fonctions polynomiales
convergeant uniformément vers g sur [0, 1]. Pour tout n € N, on pose maintenant Q,(x) =

P, (x — Z). Alors, les Qy, sont des applications polynomiales et

VxelablIf ()= Qu(0l =18 (=) = Pu(7==) 1= 1§~ Pulo,

la norme infinie étant prise sur [0,1]. Ceci montre que Q, tend uniformément vers f sur
la, b].
On a juste reparamétré le segment [a, b] par le segment [0, 1].
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9. Par linéarité, si P est un polynoéme, on a [ P(t)f(t)dt = 0. On considere maintenant une

a
suite de polyndmes P, convergeant uniformément vers f sur [a, b]. Alors,

b b b
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les normes infinies étant prises sur [a, b]. Le membre de droite tend vers 0 quand n — +oo,

b b
donc f P,(t) f(t)dt tend vers f f (H?dt. Mais cette suite est identiquement nulle. Donc,
a a

b
ona f f(6)*dt=0. Comme f? est positive et continue, on a f> = 0 par propriété de stricte

a
positivité de I'intégrale. Finalement, f = 0.

10. Une telle fonction f doit elle-méme éter polynomiale (ce qui limite I'intérét...).
Considérons en effet P,, convergeant uniformément vers f sur R. Alors, il existe N € N tel
que pour n= N, ||P;, — flloo < 1. Mais alors, Pour tout n= N, || P;, — Pylloo < 2. Or, P, — Py est
une application polynomiale. Elle ne peut étre bornée sur R que si elle est constante. Ainis, il
existe pour tout n = N, une constante ¢, telle que P,, = Py + ¢;;. La convergence uniforme de
P,, implique la convergence de c; (en évaluant en 0 p. ex., on trouve que ¢, — f(0) — Py (0)).
Et donc, par passage a la limite, f = Py + li,rln Cn.

2 Théoréme de Fejér

11. PourtoutneN, S,(f) = Z cn(f)ex, donc S, (f) est un polyndme trigonométrique.
|kl=n
Pour tout n =1, o,(f) est une combinaison linéaire des polynémes trigonométriques Sg(f),

donc c’est un polynéme trigonométrique.
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Lintégrale vaut 27 si j = 0 et 0 sinon (primitive ¢ — qui prend méme valeur en 7 et

—m). Donc,
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— F Hdt=—— 2n=1.
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b) Soit x € R. On calcule

on(f)(x) = Z Y ci(frell”

nj= 0|J|<k

Z Yy f(t)e’f 04y
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271
Pour le passage a 'avant-derniére ligne, on fait le changement de variable u = x — ¢.
Pour le passage a la derniere ligne, on utilise que u — f;,(x— u) F,,(u) est 2n-périodique,
ce qui implique que l'intégrale de cette fonction sur un segment de longueur 27 ne
dépend pas du segment (on le montre en utilisant des relations de Chasles).

c) Par le caclul habituel a base de sommes d’exponentielles et de formules de 'angle
moitié, on trouve
sin((n+1/2)x)

Dp(x) =
() sin (x/2)

si x ¢ 2n1Z. On peut faire une nouvelle somme a partir de 13, de facon pédestre. Mais on
peut aussi utiliser I'astuce diabolique suivante :

2sin(x/2)sin((n+1/2)x) cos(nx)—cos((n+1)x)

D,(x) = =
" 2sin? (x/2) 2sin?(x/2)

en utilisant les formules de linéarisation. Un téléscopage immédiat donne alors :

n-l 1 cos(nx) 1 (sin(nx/2)\2
F}’l = Dn = -
e kgo 2 n 2sin?(x/2) n( sin(x/2) )

13. Par larelation (b) précédente, on a

1 " 1 "
f) =0, (HX)=flx) - —f Fof(x—0dt=— | Fo()(f(x)—f(x—1)dt.
27[ -7 2” v/
On applique alors une relation de Chasles pour couper en trois morceaux, puis on passe a la
valeur absolue et on applique I'inégalité triangulaire (et comme F, = 0, il n'y a pas besoin de
valeur absolue dessus).
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Soit x € R. Si t€[-6,6], |x—(x—1)| =6. Donc, par définition de 6, | f (x) — f(x - 1)| < g Alors,
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1 ° £ 1 0 & 1 £
gf_(an(t)lf(x)—f(x—t)ldtsEng_(an(t)sg o Fn(t)dl'—é.
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Onmajore | f(x)— f(x—1)| par 2| flloo- De plus, sit € [-m,-d] ousit € [6,7], Fn(t) < W’
nsin
par'expression explicite trouvée en 12.c. Lexpression de gauche (la somme des deux intégrales

de la question) est donc majorée par

2 y) = 2l
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5= (21 leo " nsin2(6/2)”

S
nsin?(5/2)

Montrer que Vx € R,

1 0 1 (7
— Fn(t)lf(x)—f(x—t)IdH—f Fo(Olf(x) - f(x—0)ldt <
21 21 Js
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Mises ensemble, les inégalités donnent :

£ 211 £l
VXER,lf(x)—Un(f)(x)IS—+#002-
nsin(g)
. 21 flloo €
Il existe N e N tel que Vn = N,—2 < —. Pouruntel n,onaalors | f —0,(f)llec < €. Ce
nsin(g

qui montre la convergence uniforme de o, (f) vers f.

Auvu dela définitionde o, (f) eto,(g), sipourtout n € Z, c,(f) = cp(g), alors o, (f) = 0,(g).
Alors, pour tout x € R, 0,(f)(x) tend vers f(x) et 0,(g)(x) tend vers g(x) (puisqu’on a montré
la convergence uniforme et que celle-ci implique la convergence simple = valeur par valeur).
Donc, par unicité de la limite, on a f(x) = g(x) pour tout x € R.

3 Equivalence des deux théorémes

19.

Lachement laissé au lecteur/a la lectrice.



