MPSI 3 Devoir maison 2024 - 2025

DM 1 - Modes de raisonnement

Exercice 1. — Théoreme de Zeckendorf

On définit la suite de Fibonacci (F)yen par Fo =0, Fy =1etVneN, Fyyo = Fy + Fy41.
Le but de I’exercice est de montrer le théoréme de Zeckendorf :

Pour tout n € N*, il existe un unique entier N € N* et des entiers uniques ki, ..., kny = 2 tels que :
e Vie[l,N-1L, ki1 =k +2; * n=Fy,+Fy,  ++F.
On appellera décomposition de Zeckendorf de n cette écriture.
1. Déterminer la décomposition de Zeckendorf de 17 et de 52.
2. Démontrer que la suite (F,;) ,en €st strictement croissante a partir du rang n = 2.
3. En déduire que pour tout 7 € N*, il existe un entier k > 2 tel que Fy < n < Fj41.
4. Démontrer que tout entier #z non nul admet une décomposition de Zeckendorf.
5. Démontrer que pour tout entier n =1,

Fo,-1=F3+F5+:---+F, 1etFhy . —1=F+Fi+:--+ F,,.
6. En déduire, pour tout 7 = 1, 'unicité de la décomposition de Zeckendorf de n.

Exercice 2. — Démonstration d’assertions formelles

Pour chacune des assertions suivantes, expliciter sa signification, puis déterminer avec une démonstration
si elle est vraie ou fausse.

1. Vx,yEIR,EI(a,b,c)€R3\{(0,0,0)}:ax2+bx+c:0et ay*+by+c=0.
2. Vs,peR,Ax,yeR:x+y=setxy=p.

3. VA>0,3a,b>0:ab=Aet(Vc,d>0,cd=A = a+b=<c+d).

Exercice 3. — Une équation fonctionnelle

Déterminer les fonctions f: R — R vérifiant Vx e R, f(x) + xf(1 - x) =1+ x.



