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DM 4 - Théoreme de Dirichlet et valeurs paires de ¢ — Corrigé

1 Théoreme de Dirichlet

1.1 Noyau de Dirichlet

kx

1. Pourtout k € [-n, n], lafonction x — etkx — cos(kx)+isin(kx) est 2m-périodique et continue.

n
Il en est donc de méme de Dy : x— ) etkx,
k=-n

n . n .
Pour tout x € R, D,,(—x) = Z elk(=%) — Z e'* = D,,(x), donc D,, est paire.
k=—n {=—n

kT g Pour k = 0, la fonction intégrée est constante égale a 1,

1 n
2. f D,Q2rndt= )
0

1
k=-nv0
donc l'intégrale vaut 1. Pour k # 0,

1 . eZinktl
fez”””dt:[ : ] —1-1=0.
0 2ink 1o

1
D’oﬂf Dy2nt)dt=1.
0

3. Soit x € R. On peut écrire

Dy(x) = f ek,
k=—n
C’estla somme des termes d’une suite géométrique de raison e'*.
Si x est un multiple entier de 277, chaque terme vaut 1 et D, (x) =2n+ 1.
Sinon,
ei 2n+Dx _ 1
eix—1

el (12X 5 9 gin ((n + 1/2)x)

Dy(x) = €™

—inx
=e

ei*/2 x 2isin(x/2)
sin ((n + 1/2)x)

B sin(x/2)



1.2 Théoreme de Dirichlet

4. Ona
n 1 .
Su(H= Y | fe* ™ ar
k=—nJ0
fl (i 2inkt)
= f® e~ de
0 k=-n
1
:f f(O)Dy(-2nt)dt
0
1
=f f(tD,@2nt)dt,
0
par parité de Dy,.

Pourla deuxieme égalité, on commence par couper I'intégrale en deux, par relation de Chasles

1/2 1
Su(f) = f(t)Dn(Zm‘)dt+f f(OD,rndt.
0 1/2

Par changement de variable u = 1 — ¢, la deuxieme intégrale vaut
0 1/2
f fQ-wD,2r(1-u))(—du) = fA-wD,2r(1-u)du.
1/2 0
Or, par parité et 2n-périodicité, D, (27 (1 — u)) = D, (—2nu) = D, (2nu). Donc,

1/2 1/2 1/2
Sn(f) = fOD,2rt)dt+ f(l—t)Dn(Znt)dth (f(O+fA-0)D,2rr)dt.
0 0 0

5. En utilisant la deuxieme égalité de la question précédente, le membre de droite vaut
1/2

1/2
fo (FO+ FANDa@rdr=Su(f) =2f O [ Dunndi=S, (1)

car f(0) = f(1).
Or, par parité et 2x-périodicité,
1/2 1 1/2 1 r! 1
D,2nrt)dt=—- Dn(27rt)dt=—f D,@2rt)dt = —.
0 2J-112 2Jo 2
D’ou I'égalité :

1/2

f(O)—Sn(f)=f0 (fO-fO+fM)-fA-0)Dy2rt)dt.

6. Soit ¢ €]0,1/2[. On réécrit h(t) sous la forme

_f-f n f-fa-n
t

h(r) = !
T

sin(mt)
Tt



10.

Chacune des petites fractions est un taux d’accroissement, dont la limite en 0 est connue.
Par opérations élémentaires sur les limites, on a

-0+ f'a
lim h(f) = M
t—0 b4
En définissant 7 comme la fonction égale a h sur ]0,1/2] et prenant cette valeur limite en 0,

h est bien un prolongement continu de 4 a [0, 7/2].

Par la question 3, les fonctions définies sur [0, 1/2] par
t— (FO) - f()+ f(1) = f(— D)Dn@rt) et t — h(D) sin((2n+ 1)m)

sont égales (elles valent toutes deux 0 en 0). Donc, leur intégrale sur [0,1/2] aussi. Par la
question 5, cela donne I'égalité souhaitée.

. Lafonction ¢t — h(t)sin ((2 n+1)m t) est continue sur [0, 1/2], par produit de fonctions continues.

Elle y est donc bornée. On pose M >0 tel que V€ [0,1/2], ‘ sin((2n+ 1)m‘)| <M.
Soit § €]0,1/2]. Par inégalité triangulaire, on a

8 8 5
|f sin((2n+1)nt)dt) s[ |sin((2n+1)nt)dt| sf M = M§&.
0 0 0

.. 3 .
Ainsi, § = — convient.
2M

Comme h et t — sin ((2n + 1)7t) sont de classe € sur [5,1/2], on peut faire une intégration
par parties :

1/2 1/2

: _ 1 _ 1/2 !
h(t)sm((2n+1)nt)dt——2n [~h(f)cos((2n+1)mt)s ontils h'(t)cos ((2n+1)mt)dr.

+1
On note M’ > 0 un réel tel que |A/(£)| < M, pour tout ¢ € [§,1/2] et on reprend la constante
M de la question précédente. Par inégalité triangulaire, en majorant | cos| par 1, on obtient
immédiatement :

1/2 2M  M'(1/2-6
|| hwsin(@n+ Dre)ar| < ML ).
2n+1 2n+1

La suite de droite tend vers 0 quand 7 tend vers +oco. Donc, par théoréme d’encadrement,

1/2
lim h()sin(@2n+Dnt)dt=0.

n—+oo J§

Soit n € N. Par relation de Chasles, avec le § précédent, on a:
1/2 5 1/2

h(t)sin(2n+Dnt)dt = [ h(t)sin(2n+Dnt)dt + h()sin(2n+1)nt)dt.
0 0 )
Par inégalité triangulaire, et en utilisant la question 8., on a donc
1/2 € 1/2
| h(t)sin((2n+1)nt)dt’s§+’ n(sin(@n+ Dre)de|.

0 5



Lintégrale a droite tend vers 0 quand n tend vers +oo, par la question précédente. Il existe
donc N € N tel que, pour tout n = N,

J

1/2 e
h(t)sin(2n+ 1)nt)dt| <3

Alors, pour tout n= N,
1/2
U h(sin(2n+ Dt)di| <e.
0

1/2
On a bien montré que lim h()sin(@2n+)nt)dt=0.
n—+oo Jo

2 Application aux valeurs paires de {

2.1 Polynémes de Bernoulli
11. On procede par récurrence sur N € N. Notons 2(N) la propriété : il existe une unique famille
de polynémes (Bj,) ,<n Vérifiant les conditions (a), (b) et (c) (avec n < N dans (b) et (¢)).
Initialisation : £2(0) est vraie puisque By = 1 est donné dans I"’énoncé.

Hérédité : on suppose £2?(N) vraie pour un N € N et on note By, ..., By les polyndmes uniquement
définis. Une famille satisfaisant 22(IN + 1) est nécessairement de la forme (By,..., By, BN+1)
(par unicité de la famille (By, ..., By)). De plus, cette famille convient ssi B}V 1 =IN+1)Byet

1
f By (0)dt=0.
0

Notons Q une primitive quelconque de (N + 1) By : c’est nécessairement une application

polynomiale. Alors, By est a chercher de la forme Q + C, pour une constante C réelle. La
1

condition (c) est équivalente a C = — f Q(1)dt, ce qui détermine la constante C. Ainsi, il

0
existe un unique By satisfaisant les conditions requises.

12. Apres calculs, on trouve, pour tout t e R :

* By(t)=1,by=1;

e Bi()=t-1/2,b1=-1/2;

e By()=t*—t+1/6, b, =1/6;

e B3()=13-3/2(t) + /2, b3=0;

o By(t)=t*—2£2+1*>—-1/30, by = —1/30.

2.2 Calcul des coefficients de Fourier

13. Soit ke Z. .
ck(Bl):f (t—1/2)e 2"k gy,
0

1
Sik=0,cest [ B(1)tdt, quivaut 0 par construction.
0



14.

15.

16.

17.

Si k # 0, on procede par intégration par parties :

e—2inkt 1 1 2 k[
cr(By) = [(t=1/2 + | ey,
(B = -2 ] fo

Lintégrale vaut 0 et le crochet —

2ink’
Bilan: ¢ (B;) = —

Siak sik#0etcy(B;) =0.

SoitkeZ,soitn=1.0na:

1 . 1 ! _
cr(Bp) = f Bn(t)e*ZUIktdt = _f B;H_l(t)e*ZLﬂktdt'
0 n+1Jo

Par intégration par parties, on en déduit :

1 Zoinkt1l o 1 _o;
ck(Bn):m([Bnﬂ(t)e 2”””]0+2zknf0 By (De Z”H”dt).

1 1
Le crochet vaut B;,;1(1) — B;;+1(0) =f B;Hl(t)dt: (n+1)[ B, (t)dt=0,car n>=1. Ainsi :
0 0

2ikm
Ci(Bn) = —— Cr(Bn+1).

La relation précédente montre immédiatement que cy(Bj) est nul, pour tout n = 1.

Soit k # 0, soit n = 1. Par téléscopage, on écrit :

n=1 ¢ (Bjs1)
B,) = ci.(B _
¢ (Bn) = ck( 1)]_1:[1 x5

On utilise la question précédente et I’expression de c(B;) :
1 =G+ 1) n!

B,)=— __ ,
ck(Bn) zmk]l:[l 2ink | Qin)k"

Comme B, est une application polynomiale, elle est de classe € ! Ona

1 1
Bn(l)—Bn(0)=f B;l(t)dt=nf B,_1(t)dt=0,
0 0
carn—1=1.

Soit N € N. On peut regrouper les termes d’'indices positif et négatif;; on a donc:

N

N
Y ck(Bp)=co(Bn) + Y (ck(Bn) + c—k(Bn)).
k=—N k=1

Comme n est impair, (—k)" = —k” pour tout k = 1. De la formule trouvée pour ci(B,), on en
déduit que c(By) + c_x(By) = 0. De plus, ¢o(B;) = 0.

N
Dongc, les sommes Z ¢k (By) sont nulles, pour tout N € N. D’apres le théoreme de Dirichlet,
k=—-N
N
ona lim Z cx(By) = B,(0) = by,. Ainsi, b, est nul pour tout n = 3 impair.
N—+o00 ke—N



18.

19.

20.

Soit N € N. De nouveau, on écrit :

N N N
Y ck(Bp)=coBp)+ Y (ck(Bn) +c—k(Bn)) =2) ck(By).
k=-N k=1 k=1

2p)!

En effet, cy(B,) =0et ci(By) = c_x(By) = — Qi X @

n est pair). Ainsi :

, pour tout k > 1, car k" = (—k)" (car

N
| _ ., ep)
W 2 o = 2

(2p).

Par le théoreme de Dirichlet, cette limite vaut aussi b, donc :

(2im)%P 22p—15;2p
2p) = ———byp = (-1)P*! bap.
P = 2y = CUT g e
Ona b, =1/6. Donc,
(=il m
B 206 6
On a by = —1/30. Donc,
2374 8 t
4)=(-1)° ~1/30) = =
)= g < (F180) = ™ = 90



