
MPSI 3 Feuille d’exercices 2024–2025

Calcul intégral

1 Techniques de base

EXERCICE 1. G### Calculs directs
Calculer les intégrales suivantes :

1.
∫ 2

1

d x

x2 ;

2.
∫ π/4

−π/4
x sin(x2 +1)d x ;

3.
∫ 1

0
xex2−2d x ;

4.
∫ 2

0
10x d x ;

5.
∫ ln2

1
x2x d x ;

6.
∫ π/4

0
tan2 x d x ;

7.
∫ 2

1

ln4 x

x
d x ;

8.
∫ 1

0

d x

x2 −5
;

9.
∫ e2

e

1

x ln x
d x.

EXERCICE 2. ♣ –  G## Changements de variable
Déterminer une primitive des fonctions suivantes :

1. f1(x) = sin3 x cos3 x ;

2. f2(x) = 1

x +p
x

;

3. f3(x) = 1

2+e−x ;

4. f4(x) = ln(ln x)

x
;

5. f5(x) = tan4 x ;

6. f6(x) = xp
x −1

;

7. f7(x) = 1

ch x
;

8. f8(x) =
p

1+ sin x ;

9. f9(x) = x2
√

1−x2.

EXERCICE 3. ♣/♦ –  ## Intégration par parties
Déterminer une primitive des fonctions suivantes :

1. f1(x) = x2 ln x ;

2. f2(x) = x arctan x ;

3. f3(x) = ex cos x ;

4. f4(x) = ln2 x ;

5. f5(x) = lnn x (n ∈N) ;

6. f6(x) = xnex (n ∈N).

EXERCICE 4. ♦ –  G## Primitives de x 7→ 1

x −ω
Soit ω= a + i b un nombre complexe. Déterminer les primitives de x 7→ 1

x −ω .

EXERCICE 5.  ## Un calcul d’intégrale

On pose C =
∫ π/2

0

cos t

cos t + sin t
d t et S =

∫ π/2

0

sin t

cos t + sin t
d t .

1. Montrer que C = S.

2. En déduire la valeur de C et S.
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EXERCICE 6. ♦ –  G## Bornes dépendant d’un paramètre
Montrer que les fonctions suivantes sont dérivables et exprimer leur dérivée :

1. f1(x) =
∫ ex

cos x
ln(t 2 +1)d t ; 2. f2(x) = x

∫ x2

x
e−u2x2+1du.

EXERCICE 7. ♣ –   # Un changement de variable délicat

Déterminer une primitive de x 7→ 1p
1+x + 3

p
1+x

.

2 Intégrales particulières

EXERCICE 8.  ## Orthogonalité des fonctions trigonométriques

Déterminer, pour tous p, q ∈N, la valeur de Ip,q =
∫ 2π

0
cos(pt )cos(qt )d t .

EXERCICE 9. ♣/♦ –  G## Intégrales bêta

Calculer, pour tous p, q ∈N, l’intégrale Ip,q =
∫ 1

0
t p (1− t )q d t .

EXERCICE 10. ♣/♦ –   # Intégrales de Wallis - Calcul

Pour tout n ∈N, on définit Wn =
∫ π/2

0
sinn td t .

1. Calculer W0 et W1.

2. A l’aide d’une intégration par parties, établir une relation de récurrence entre Wn et Wn+2.

3. En déduire que, pour tout n ∈N :

W2n = (2n)!

4n(n!)2

π

2
et W2n+1 = 4n(n!)2

(2n +1)!

4. En utilisant un changement de variable approprié, calculer d’une autre façon les intégrales
W2n+1, pour n ∈N.

5. Quelle identité obtient-on ? Bonus : la montrer directement.

EXERCICE 11. ♣ –   # Intégrales de Wallis - Étude asymptotique
On garde les notations de l’exercice précédent.

1. Montrer que la suite (Wn)n∈N est décroissante.

2. Montrer que Wn ∼Wn+2 quand n →+∞.

3. En déduire que Wn ∼Wn+1 quand n →+∞.

4. Calculer, pour tout n ∈N, la quantité W2nW2n+1. En déduire que Wn ∼
√

π

2n
.
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EXERCICE 12. ♣/♦ –   # Un calcul de
∫ +∞

0
e−x2

d x

On suppose connus les résultats sur les intégrales de Wallis. Pour tout n ∈N∗, on pose

In =
∫ p

n

0

(
1− x2

n

)n

d x et Jn =
∫ p

n

0

(
1+ x2

n

)−n

d x.

1. Pour tout n ∈N∗, exprimer In en fonction d’une intégrale de Wallis.

2. En effectuant le changement de variable, u = arctan
xp
n

dans Jn , montrer que

∀n ∈N∗, Jn =p
n

∫ π/4

0
cos2n−2 u du.

3. En déduire que

∀n ∈N∗, Jn =p
n

(
W2n−2 −

∫ π/2

π/4
cos2n−2 u du

)
.

4. Montrer que la suite

(p
n

∫ π/2

π/4
cos2n−2 u du

)
n∈N

tend vers 0.

5. Déduire de l’étude asymptotique des intégrales de Wallis que

lim
n→+∞ In = lim

n→+∞ Jn =
p
π

2
.

6. Montrer que pour tout x ∈ [0,
p

n], on a(
1− x2

n

)n

≤ e−x2 ≤
(
1+ x2

n

)−n

.

7. En déduire la valeur de ∫ +∞

0
e−x2

d x = lim
n→+∞

∫ p
n

0
e−x2

d x.

Indications

Exercice 3. Pour 5. et 6., conjecturer la formule en calculant les premiers cas.

Exercice 4. Multiplier par la quantité conjuguée pour se ramener à deux calculs d’intégrale.

Exercice 6. Pour la 2., commencer par se débarrasser du x sous l’intégrale.

Exercice 9. Déterminer des relations simples entre les Ip,q .

Exercice 10. Pour 2., écrire sinn+2 comme sinn(1−cos2) et sinn cos2 comme (sinn cos)cos. Pour 3.,
le plus rapide est d’utiliser un produit téléscopique.

Exercice 12. Pour 4., majorer uniformément la valeur sous l’intégrale et utiliser un théorème de
croissance comparée. Pour 6., utiliser que ex ≥ 1+x, pour tout x ∈R.
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