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DM 5 - Théoreme de Cantor-Bernstein, ensembles
dénombrables et théoreme de Knaster-Tarski

1 Théoréeme de Cantor-Bernstein

1. Par définition, E, estle complémentaire de U E, dans E. Onadoncbien E = U E,.
neN neNuU{oo}
Par définition, les éléments de Ey n’ont pas de parent mais ceux de E, (n = 1) oude E,,

en ont un. Donc les intersections Ey N E4, et Eg N E, (n = 1) sont vides. Comme E,, est

le complémentaire de U E, dans E, les intersections E; N Es, (n =1) sont vides aussi.
neN

Il reste a vérifier que si n, p € N* sont distincts, alors E, N E, = . On raisonne par
I'absurde, en supposant I'existence d'un élément x € E, N E,. On peut supposer, sans
perte de généralité, que n < p. Comme x a n ancétres, on peut noter x; le parent de x,
X, le parent de x;... jusqu’a x, le parent de x,_;. Par une récurrence finie immédiate,
on montre que pour tout k € [1, n], xx € B, NE,_i si k estpairet xy € F,_ N Fp_sik
est impair. En particulier, x, € Ey N E,,—p ou x, € Fy N Fy—,. Comme x, appartient a Ey
ou a Fy, il n’a pas de parent. Comme il appartienta E,,_, ou F,_p, avecn—p =1,ilena
un. C’est absurde. Donc E;, NE), = @.
Bilan:l'union E= | ] E, estdisjointe.
neNu{oo}

2. Soit n €N, soit x € E,,. L'élément f(x) € F a pour parent x, qui a n ancétres. Ainsi f(x) a

n+ 1 ancétres. Donc f(x) € Fj41. Ceci montre que f(E;) < Fj+1.

Soit y € F,4+;. Comme n+1 =1, y a un parent, qu'on note x, et x a n ancétres. Donc
xe Epet f(x)=y.Ainsi, F11 € f(Ep).

Par double inclusion, on a montré que f(E,) = Fp41.

Ainsi, f induit bien une application f|g, : E, — Fu4+1 et cette application est surjective.
Comme f estinjective, fig, aussi et finalement fig, : E, — F,4+1 est une bijection.

On montre de méme que g(Fy) = E,+1 etque g, : F, — E;41 est une bijection.
3. Soit x € E,. L'élément f(x) a pour parent x donc f(x) ¢ Fy. De plus, pour tout n € N*,
x ¢ E,_1 etdonc f(x) ¢ F,. Ainsi, f(x) € Fx. Ainsi f(Ey) € Fxo.

Soit y € Fy,. Par définition, y a un parent, qu’'on note x. Si x appartenait a E,, pour un
certain n € N, y appartiendrait a F,1, ce qui n'est pas. Donc x € E,, et on a montré que
Foo € f(Ex).

Par double inclusion, on a montré que f(Ey) = Fx.

On en déduit que fig_ : Ex — Fx est bien définie et que c’est une surjection. Comme f
est une injection, fig, : Eoo — Fo €st aussi une injection ; c’est donc une bijection.
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4. Pour simplifier les notations, on note :

e PourtoutneN, f, = fig, : En — Fns1 €t 80 = 85, : Fn — Ent1.
L4 foo:ﬁEoo:Eoo_’Foo-

Toutes ces applications sont des bijections. On pose maintenant ¢ : E — F, définie par

fn(x) sixe Ey, avec n pair
VxeE,¢(x) = (,gn_l)_1 (x) sixe E,, avec nimpair
foo(x) six€ Ey.

Cette application est bien définiecar E= | J Ej, et que I'union est disjointe.
neNu{oo}

Remarquons que si x € E;, avec n pair, ¢(x) € F, 41, si x € E, avec n impair, ¢(x) € Fj,—;
etsix € Ey, f(x) € Fx.

On en déduit (en utilisant que F = | J F, et que cette union est disjointe) que si
neNU{oo}

x,x' € E sont tels que ¢(x) = ¢(x), alors ou bien x, x’ appartiennent 8 un méme E,, (n €
N), ou bien x,x’ € E,,. Mais comme fn (gn)_1 et foo sont bijectives (donc injectives),
nécessairement x = x'. Ainsi ¢ est injective.

Soit maintenant y € F.
* Ou bien il existe un entier n pair tel que y € F,,. Alors, notons x = g,(y) € E;+1. On
ay= (gn)_1 (x) = ¢(x) (car n+ 1 impair). Donc y € Im(¢).

* Ou bien il existe un entier n impair tel que y € F,,. Alors, comme f;,_1:E;,—1 — F,
est bijective, il existe x € E,,_j tel que y = f,,—1(x) = ¢p(x) (car n— 1 est pair). Donc
y € Im(¢).

* Oubien y € F,. Alors, comme f, est bijective, il existe x € E, tel que y = foo(x) =
¢(x). Donc y € Im(¢).
Par disjonction de cas, on en déduit que ¢ est surjective.

Bilan : ¢ est bijective et donc E et F sont équipotents.

2 Ensembles infinis dénombrables

1. Par récurrence sur k € N*, on construit une bijection ¢y : NF — N,

e Pour k =1, on prend ¢ = idy.

e Soit k = 1. On suppose construite une bijection ¢y : N¥ — N. On définit Qr+1
Nf*! — N par

(Pk+1(n1) ceey nk+1) = W(nl)(Pk(nZ) ceey nk+1)))



oi1 y : N — N est la bijection définie a la question précédente.

Montrons que ¢ est une bijection. Pour ce faire, considérons un entier n € N et
montrons que n a un unique antécédent par ¢y ,. Soit (ny,...,nk41) € N+ ; c'est
un antécédent de n par ¢y ssiy|ny, Gr(ny,..., ng41) | = nssi (nl,qbk(nz, e nk+1)) =

v l(n).
Notons (u1, u2) = ¥ (n) € N%. La condition précédente est donc équivalente a

ny = uy et ¢i(ny, ..., Ngi1) = Un.
Comme ¢y : N — N est une bijection, cela est encore équivalent a
-1
ny =uy et(ny,..., Ngv1) = ¢y (Uz).

D’oul’existence et]'unicité d'un antécédent de n par ¢ 1. Ceci montre la bijectivité
de ¢y et conclut la récurrence.

2. Soit A une partie infinie de N. Par récurrence forte, on construit une suite (a,)nen
d’éléments de A par:

* ay=min(A).

* Soit k € N tel que ay, ..., ai ont été définis. On définit ar,; = min (A—{ay,..., ax}).

Cette suite est bien définie car toute partie non vide de N admet un plus petit élément
et que pour tout k € N, A—{ay,...,ax} est non vide (car A est infinie). De plus, la suite
(an) nen est strictement croissante par construction.

Notons ¢ : N — A,n — a,. Comme ¥ est strictement croissante, elle est injective.
Supposons par I'absurde que y n’est pas surjective. Alors, on peut considérer le plus
petit entier a € A, qui n'est pas dans 'image de w. En particulier, a # ao. Lensemble
{k € N | ar < a} n’est pas vide (il contient 0) et il est fini (comme la suite (a;),en est
strictement croissante, seul un nombre fini de a; peuvent étre inférieurs a a). Il existe
donc un unique indice k € N tel que ay < a < a41. Alors a < aj, pour tout j = k+1 et
a < b, pour tout b € A—Im(y) (par hypothése). Donc a = min (A —{ay, ..., ax}) ; et donc
a = ay4+1. C'est absurde.

Donc v est surjective ; c’est donc une bijection.

3. Soit E un ensemble infini dénombrable. Soit F une partie infinie de E. Notons f : E — N
une bijection. Alors f(F) est une partie infinie de N (I'image par une bijection d'un
ensemble infini est un ensemble infini), donc f(F) est infini dénombrable. Notons v :
f(F) — N une bijection.

De plus, fir: F — f(F) est une bijection. Donc y o fir: F — N est une bijection et F est
infini dénombrable.



a
4. Soit g un nombre rationnel. Il existe un unique couple (a4, b;) € Z x N* tel que q = b—q
q

et tels que a, et b, sont premiers entre eux. Lapplication 1: Q — Z xN*, g — (aq, bg)
est une injection puisque le couple (a4, by) détermine q. Ainsi Q est équipotent a ((Q),

partie infinie de Z x N*.

Pour conclure, il suffit de montrer que Z x N* est infini dénombrable. Notons f: Z — N
une bijection et f, : N* — N une bijection (p. ex. f,(n) = n—1). Alors, on vérifie
immédiatement que l'application 7 : Z x N* — I\IZ,(nl,ng) — (f1(ny), f2(n2)) est une
bijection. Donc Z x N* est équipotent a N?, donc est infini dénombrable. Donc (Q)
est infini dénombrable. Donc @ aussi.

3 Rn’est pas dénombrable

N
Uy
1. Soit u € <. Pour tout N =1, onnote Sy = Z Ton" Comme pourtout N =1, Sy41—Sy =
=1

u
ntl >0, (Sny)nNen est croissante. De plus, comme pour tout n = 1, u, <9, on a pour

10n+1 -

N o9 9l-gx N L
tout NeN, Sy < Z =— T = 1-10""" < 1. Dongc, (Sy) est une suite croissante
as10m 10 1- 4
et majorée par 1, donc elle converge. Ceci montre que f(u) est bien défini, a priori dans
[0, 1].
On peut montrer (analogue a la question 2.) qu’on ne peut pas avoir f(u) =1 (il faudrait
que la suite u soit constante égale a 9, ce qui est exclu). On omet la vérification de ce

point, non nécessaire pour la suite.

2. On coupe la somme en cing.

i §ﬂ= Un=Up | Vk— Uk ’”i Uy — Up v,, up+ Z ,,n un

n=p+1

Pl v, —u 9 1-—1—
* Pourtoutne [k+1,p-1], vy —u, =-9. Donc, ) n—%n 107 K1 _

nife 107 10D 1

1 1
10,1 10k
107 107
¢ De méme que pour la somme précédente, Z z— - .
nSpv1 107 T 10N 107



En sommant les inégalités, on obtient

Nov, X ou, 1 -8 1 1 1 1
Y —~ > +—+ — = + :
~10m 107 T 10P7 107 10N 107 107 10N
. N Un N Up 1 N ..
3. Ainsi, pour tout N = 1, Z - Z > . En passant a la limite quand N tend
~10" =107 T 10P

1
vers +oo, on en déduit que f(v) — f(u) = To7" En particulier, f(u) # f(v).

Comme u et v sont deux suites distinctes de . quelconques, on a montré que f est
injective.

4. Pour tout n € N*, on note v, un entier dans [0, 8] distinct de u, (par exemple, on peut
prendre v, =0si u) #0 et v, = 1siu,, =0). Comme v, ne vaut jamais 9, la suite (v,) ne
stationne pas en 9, donc (v,) € &.

De plus, si k € N, les suites v et u* sont distinctes. En effet, vy et u,’f: different, par
construction.

5. La question précédente montre qu’il n'existe pas de surjection de N dans .. Donc,
& n'est pas dénombrable. Comme il existe une injection de . dans R, R n’est pas
non plus dénombrable (s'il I'était, I'ensemble f (%) le serait aussi par la question 5 de
I'exercice précédent ; comme cet ensemble est en bijection avec .#, . lui-méme serait
dénombrable).

4 Cardinaux

1. Larelation ~ est:

e réflexive. Si A € ), alors id 4 est une bijection de A dans A.

* symétrique. Si A,B€ Qetsi f: A— B estune bijection, alors f~1 : B— A est une
bijection.

e transitive. Si A,B,Ce€ Qetsi f: A— Betg:B— C sont des bijections, alors
go f:A— C estune bijection.

Donc, ~ est une relation d’équivalence sur Q.

2. Montrons déja que < est bien définie. Soient A, B € Q. On suppose que A’, B’ € Q sont
tels que A~ A’ et B~ B'. Il existe donc deux bijections ¢4 : A— A’ et ¢pp: B— B'. Alors,
si f: A — B estune injection, 'application ¢go f o (/)Zl : A" — B’ est une injection, car
c’est la composée de trois injections. Le raisonnement étant symétrique, on en déduit
qu'il existe une injection de A dans B ssi il existe une injection de A’ dans B'.

Dongc, la relation < est bien définie sur Cq.

De plus, < est:



o réflexive. Si Ae Cq, alors A< Acaridy: A — Aestune injection.

« transitive. Si A, B,C € Cq sont tels que A < B et B < C, alors on peut trouver des
injections f: A— Betg:B— C. Alors, go f : A— C est une injection, de sorte que
A<C.

« antisymétrique. Soient A, B € Cq, telles que A < B et B < A. 1l existe donc deux
injections f: A— B et g: B — A. Alors, par le théoréeme de Cantor-Bernstein, il
existe une bijection de A dans B. Donc, par définition de Cq, A = B.

3. Pour tout ¢ € €, on note ¢ = (E, F,, f.) (autrement dit, chacune des composantes d'un

élément de € est indexée par cet élément lui-méme). On note Eo, = | J E¢, Foo = |J
cEE cEE
et foo : Eco — Foo est définie par foo(x) = fc(x), si ¢ € € est un triplet quelconque tel que

x€E,..
Vérifions que ceci est bien défini.

e D’abord, si x € E,, comme E, = U E., x est dans au moins un E,.
ce¥

* Ensuite, pour un tel ¢, f(x) € F; c F. Donc, I'’ensemble de départ et d’arrivée de
foo sont conformes.

* Enfin, il faut voir que 'image f.,(x) ne dépend pas du choixde c. Or, si x € E. et E'C,
alors ¢ < ¢ ou ¢’ < ¢ (car'ordre < est total sur €). Par symétrie, on peut supposer
que ¢ < ¢’ ; cela signifie que E, c Ey, F. c F. et que f.» prolonge f.. En particulier,
fo(x) = fe(x). Donc, la définition de fo(x) ne dépend pas du choix de c € € (tel
que x € E;).

Montrons maintenant que C = (Eoo, Fo, foo) €St 1a borne supérieure de € dans «f. Par
construction, si ¢ € €, E; c Ey, F. C Fy et fo prolonge f.. Donc, pour tout c € €,
€ < Coo- DONC, Coo €st un majorant de €.

Enfin, si ¢ = (E, F, f) est un autre majorant de € dans ¢, E doit contenir tous les E,,
donc aussi contenir leur union E., ; de méme F doit contenir F-, ; enfin f doit étre un
prolongement de tous les f;, ce qui montre implique aisément qu’elle est un prolongement
de foo. Ainsi, ¢, < €. Donc, ¢y est la borne supérieure de € dans <.

4. Choisissons un élément a € A\ E et un élément b € B\ F. Notons E' = EU{a} et F' =
F U {b}. Enfin, notons [’ : E' — F', définie par Vx € E, f'(x) = f(x) et f'(@) = b. On a
(E,E, f) < (E',F', f), ce qui contredit la maximalité du triplet (E, F, f).

5. D’apres la question précédente,ona E= Aou F = B.

e Cas E = A. Alors, f estune bijection de A dans une partie F de B. En voyant plutot
f comme une application de A dans B (en changeant I'’espace d’arrivée), on ne
modifie pas le caractere injectif. Ainsi, f est une injection de A dans B.



e Cas F = B. Alors, f est une bijection d'une partie E de A dans B. Sa bijection

réciproque f~! va de B dans E. De méme que précédemment, f~' peut étre vue
comme une injection de B dans A.

Dong, il existe ou bien une injection de A dans B, ou bien une injection de B dans A.
Donc, I'ordre < sur Cg est total.

5 Théoréeme de Knaster-Tarski

Remarque : j’ai écrit le corrigé rapidement ; il faudrait sans doute détailler quelques points.

1.

Si T est totalement ordonné et si a,b € T, alors ou bien a = b, ou bien b = a. Dans le
premier cas, sup{a, b} = a et inf{a, b} = b ; dans le deuxiéme cas, c’est le contraire.

On a vu en cours que pour cette relation d’ordre, la borne supérieure de deux ensembles
est donnée par leur union, la borne inférieure par leur intersection.

On avu en cours que pour cette relation d’ordre, 1a borne supérieure de deux entiers est
leur ppcm, la borne inférieure leur pged.

Si (A;j)ies est une famille quelconque de parties de E, on montre — comme pour le cas
de deux ensembles — que | J A; est la borne supérieure de la partie {A;,i € I}, dans

iel

I'ensemble ordonné (2 (E), <).

(a)

(b)

(©

(a)

(b)

Soit m € ., soit a € A. Comme m est un majorant de .4, on a m < m. De plus,
par hypothése, m < a. Donc, m est un majorant de {m, a}. Donc, par définition de
la borne inférieure, m < inf{m, a}.

On fixe a € A. Linégalité précédente étant vraie pour tout m € 4, inf{m, a} est
donc un majorant de .#. Par définition d’'une borne supérieure, on a donc m <
inf{m, a}. Linégalité inverse est vraie par définition d'un minorant ; doncil y a
égalité.

L'égalité de la question précédente montre en particulier que pour tout a€ A, m <
a. Donc, m € /. Ainsi, m est le plus grand des majorants de .4 (pas juste la borne
supérieure), c’est donc la borne inférieure de A, par définition.

Soit x € A. Comme M majore A, on a x < M. Par croissance de f, f(x) < f(M).
Comme x < f(x), on a par transitivité, x < f(M). Ainsi, f (M) est un majorant de A
; comme M est le plus petit des majorants de A, on a M < f(M).

Comme M < f(M), on a aussi par croissance f(M) < f(f(M)). Par définition de A,
f(M) € A. Comme M est un majorant de A, on adonc f(M) < M. Par antisymétrie
de larelation d’ordre, M = f(M). Donc, M est un point fixe de f.

7. Une premiere application.



(a)

(b)
(9]

Soit A une partie non vide de [a, b] (le cas ou A est vide est immédiat). Par la
propriété de la borne supérieure dans R, A — vue comme partie de R — admet
une borne supérieure M dans R (car A est majoré par b). Comme A contient un
élément supérieur a a, on a M = a. De plus, si on avait M > b, alors b serait un
majorant de A, strictement plus petit que M, ce qui est absurde. Donc, M € [a, b].
On se convainc que cela revient a dire que M est la borne supérieure de A — vue
comme partie de [a, b]. Donc, toute partie de [a, b] admet une borne supérieure ;
de méme borne inférieure. Donc, [a, b] est un treillis complet.

Remarque. Ne pas se contenter de dire que R vérifie la propriété de la borne
supérieure et que [a, b] est une partie de R ; sinon, on ne comprend pas ce qu’il
se passe pour I'intervalle ouvert ]0, 1[ a la question c).

On applique le théoreme de Knaster-Tarski.

Non. La fonction x — x* est un contre-exemple pour ]0, 1[ et la fonction x — x + 1
est un contre-exemple pour R.

Le probleme vient du fait que ni ]0, 1[ ni R ne sont des treillis complets. Le premier
est borné mais ne vérifie pas la propriété de la borne supérieure : 10, 1[ n’admet pas
de borne supérieure, quand on le voit comme une partie de lui-méme (a méditer)
; pour R, c’est encore plus simplet puisque ce n’est pas un ensemble borné.

8. Une autre preuve du théoréeme de Cantor-Bernstein.

(@)

(b)

(©)

Soient A et B deux parties de E telles que A< B. Ona f(A) c f(B). Donc, F\ f(B) c
F\f(A). Donc, g(F\f(B)) < g(F\ f(A)). Etdonc finalement G(A) = E\g(F\ f(A)) c
E\g(F\ f(B)) = G(B). Donc, G est une application croissante.

On applique le théoreme de Knaster-Tarski ; on a montré précédemment que 22 (E)
est un treillis complet.

Traduisons déja le fait que M est un point fixe de G. Ona M = E\ g(F\ f(M)).
Cela signifie qu’'un élément x € E vérifie x¢ M < 3y e F\ f(M): x = g(y). Par
injectivité de g, ce y doit étre unique ; avec les notations de I'’énoncé, on peut
méme écrire: x ¢ M < g~ (x) ¢ f(M).

Etonadoncaussixe M < g '(x) € f(M).

Considérons maintenant un y € F et cherchons a résoudre h(x) = y, avec x € E. 1l
y a deux cas.

e Si ye f(M), il existe un (unique) x € M tel que y = f(x). Et alors y = h(x). De
plus, y n'est pas de la forme k() pour un ¢ ¢ M, car sinon on aurait y = g~ (¢)
avec t ¢ M et g~'(¢) € f(M), contredisant les équivalences précédentes. On a
donc trouvé un unique antécédenta y.

e Si y¢ f(M), alors y ne peut pas s’écrire h(x), avec x dans M. Etsi x ¢ M, on
ay=h(x) < y=g 1(x) = g(y) = x. Le seul antécédent envisageable de
y par h estdonc g(y). Et on a bien g(y) ¢ M (toujours grace aux équivalences
précédentes). Ceci conclut ce cas et la démonstration.



