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DM 10 - Théoreme de d’Alembert-Gauss — Inégalité de Bernstein

1 Théoreme de d’Alembert-Gauss

Soit P € C[X] de degré d = 1. On cherche a montrer qu'’il existe a € C tel que P(a) =0.

1. Justifier I’existence de m = inf{IP(z) |,z € C}.

d
2. Onnote P = Z aka, avec ag # 0. Montrer que, pour tout z € C vérifiant |z| = 1:
k=0
J d-1 . gl d-1
IP(2)| = aallzl - Y laxllzl* = 1217 jaqllzl - Y lax])
k=0 k=0

3. En déduire qu'’il existe R > 0 tel que, si |z| = R, alors |P(z)| = m + 1.
4. En déduire I'existence d'une suite (z,) ,eny convergente telle que | P(z,,)| converge vers m.

5. Onnote a =lim z,,. Montrer que |P(a)| = m.
n

On suppose par 'absurde que m # 0. On note 6 € [0,27[ 'unique angle tel que P(a) = me'?.

6. Montrer I'existence de kg = min{k eN* | PW () # 0}.

7. Montrer qu’il existe une fonction ¢ : C — C, telle que lime = 0 et
a

ptko) (@)

ko!

VzeC,P(z) = Pla) + (z— ) (1+e(2).

8. Montrer qu’il existe un angle ¢ € [0,27][ tel que, pour toutr =0,siz=a + rei‘/’, alors

p(ko)(a) L |P(k0)(a)| o i
P(a)+ z— ) = (m— ———rk0)el?,
(@+ = =@ = (m= =)
o : 6 . . |P%) ()]
9. En déduire que si z = a+re'® et si r est suffisamment petit, [P(z)| < m — BT ‘.
0-

Conclure.



2 Inégalité de Bernstein
Soit n € N. Une fonction T : R — C est un polynéme trigonométrique de degré < n si

n
A(ag,...,an) €C™,3A(Dy,...,by) €C":VEER, T() = ag+ Y (aycos(kt) + by sin(k?)).
k=1

On note 9, '’ensemble de ces fonctions.
Si f : R — C est une fonction bornée, on note || flloo = sup {| f(x)|, x € R}.

1. Montrer quesi T € 9, alors T' € F,.

2. Montrer que les fonctions de 97, sont 2-périodiques et bornées sur R.
Soit P € Cy,[X], soit A € C. On définit Py € Cp,[X] par Py = P(AX) - P(A).

3. Montrer que X — 1 divise P;,.

4. Onnote Q, le quotient de P, par X — 1. Montrer que Q, (1) = AP'(A).

5. Soit A e Cy,[X] scindé a racines simples, de racines ajy, ..., a2j. Montrer' que

2n A
VBeCyy1[X],B= B —_—.
2n-11X1 kgl (k) X—apA(ap

n  kn i
PourtoutkeHl,Znﬂ,onnote(pk:2—+—etwk=e k,
n

6. En considérant le polynome R = X" + 1, montrer que

1 2% PAwp)—PA) X?"+1
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puis que
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7. En appliquant I'égalité précédente au polyndme X", en déduire que

1 2 2wy,
AP' (M) = — ) PAwyp)———— +nP(A).
V= g0 & PR Gy g T PW)
o 2w
8. Pour tout k € [1,2n], simplifier ———.
(1-wg)

On consideére une fonction T dans J7,.
9. Montrer qu’il existe U € Ca,[X] telque VIR, T(¢) = e_i”tU(eit).

(-1)k

1 2n
10. En déduire que pourtout teR, T'(t) = — Y T(t+ ) ———.
duep 2n k; P 2 bel2)

11. En déduire I'inégalité de Bernstein: || T' |0 < 1l T llco-

ISi o est une racine d’'un polyndme P, on désigne (abusivement, pour le moment) par X
X-a.

le quotient de P par
-a



