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DM 10 - Théoreme de d’Alembert-Gauss — Inégalité de Bernstein

1 Théoreme de d’Alembert-Gauss
1. Lensemble {IP(z) l,z € C} estune partie non vide de R, donc elle admet une borne inférieure.

2. Soit z € C tel que |z| = 1. Par inégalité triangulaire inversée, on a

d-1 d-1
d k d k
|P(2)| =laqgz® + ) axz“| = laqz®| -1 axz"l.
k=0 k=0

Par inégalité triangulaire,
d-1 & d-1 ©
| Y arzl< ) lagllzl®.
k=0 k=0

Etdonc:
d-1

da k
|P(2)| = lagllz|® = ) lagllzl*.
k=0

|d—1

Comme de plus |[z| = 1,0na 1zI1¥ < |z pour tout k € [0,d —1]. Donc,

d-1 d-1 d-1
d k a d-1 d-1
laallzl = Y laxllzl* = lagliz1? = ¥ a2 =121 1aallzl - ¥ laxl)-
k=0 k=0 k=0

d-1
m+1+35"0 lagl
laal

m+ 1. Dong, en utilisant la question précédente :

3. Posons R = max(1,

d-1
). Silzl =1, onadonc 21?7 > 1 et |agllzl - Y laxl =
k=0

d-1
IP(2)1= 121" (lagllzl = Y laxl) = 1x (m+1) = m+1.
k=0

4. Notons A = {lP(z)l, zZ€ C}. Par caractérisation séquentielle de la borne inférieure, on peut

trouver une suite (u,) € AV, de limite m. Pour chaque n € N, on peut trouver w,, € C telle
que |P(wy)| = u,. Pour n suffisamment grand, on a u, < m+ 1. Donc, d’apres la question
précédente, |w,| < R pour n assez grand.

Par le théoreme de Bolzano-Weirstrass, on peut extraire de (w;) une sous-suite convergente,
qu’on note (z,). Comme la suite de terme général | P(z,)| est extraite de (u,), elle converge
aussi vers m.

5. Il s'agit d’'un résultat de continuité pour la fonction polynomiale P, vue de C dans C. Stricto
sensu, on n'a pas défini de notion de continuité pour ces fonctions.



Comme P = Z aka, on a pour tout n € N: P(z,) = Z akz Comme z,, — «, on a par
k=0
opérations élémentaires sur les limites (qu'on a donnees dans Q0),

d d
S arzk - Y apat.
k=0 k=0

Donc, P(z,) — P(a), quand n tend vers +oo. Par passage au module, |P(z,)| — | P(a)|. Donc,
par unicité de la limite, m = |P(a)|.

6. Parla formule de Taylor en a, on a

P(k)(a)

X-aF.

P=¥

i K

Sipour tout k = 1, on avait P® (a) =0, on auraitalors P = P(a), ce qui est contraire ’hypothese.

La partie {k € N* | P®(a) # 0} est donc une partie non vide de N ; elle admet donc un
minimum.

7. En utilisant de nouveau la formule de Taylor et par définition de kp, on a:

P=P(a)+ Z (a)(X ).

k:ko k.

Soit z € C. On évalue en z et on réécrit un peu I’expression :

P(ko)(a) d kO p(k)(a) k—ko
P(2) = P(a) + " (z—a ; (ko)(a)(z—a) )-

On note £(z) la somme dans la parenthese. Elle tend vers 0 quand z tend vers « (car toutes
les puissances k — kp sont strictement positives). Ceci conclut.

8. On écrit P (@) = |P%) (@) |e'¥, oty € [0, 27]. Soit ¢ € [0,27[, soit = 0; on écrit z = a+re'?.
On a alors: (ko) B
pko) (@) -y = |P 0(a)|eiwrkoeik0¢_
ko! ko!

En prenant ¢ tel que v + ko¢p = 0 + n[27], on a donc :

Pk (a) k IPR@]
k—O!(Z—(Z) °=—k—0!r 0e™.
P(ko) P(ko) .
Etdonc: P(a) + (@ (z—a)ko = (m—ﬂrk")ew.
ko! IC()!

9. Soit z=a +re'?. Comme li‘Ixns =0, si r est suffisamment petit, on a

1
le(z)] < 5



Par inégalité triangulaire et la question 7, on a :

Pho(a)

ko!

Pho(a)
ko!

|P(2)| < |P(a) + (z—a)f (z—a)

‘|

£(z)‘.

: PR @) 4 " o |PR@)
Le premier terme vaut m — g T Le deuxieéme terme est inférieur a ETTRARU est
0- 0-
suffisamment petit. Donc, pour r assez petit,

P(ko) a
| ( )|rk

|P(z2)|<m-— ko] 0,

Cette inégalité montre que, sur un demi-rayon partant de a, et suffisamment proche de a,
|P(z)| prend des valeurs strictement inférieures a m. C’est en contradiction avec la définition
de m.

Dongc, on a en fait m =0 et a est une racine de P.

2 Inégalité de Bernstein

1. Soit T € 9;,. Avec le mémes notations que dans I'’énoncé, on a
n
VieR, T'(t) = )_ (kbgcos(kt) — kaysin(k?)).
k=1

Donc, T' € F5,.

2. Soit T € 9,,. Comme T est une combinaison linéaire des fonctions 7 — 1 et des fonctions
t — cos(kt) et t — sin(kt) (pour k € [1, n]), qui sont toutes 2r-périodiques, T est aussi 27-
périodique.

De plus, pour tout t € R, avec les notations de I'énoncé :

n n
IT(0)] <lagl+ ) |lagcos(kt) + bsin(kn)| < laol + Y_ || +bgl,
k=1 k=1

en utilisantl'inégalité triangulaire. Donc, les fonctions de 97, sont 2n-périodiques et bornées.
3. OnaPy(1) = P(A)— P(A) =0. Ainsi, 1 est racine de P, et donc X — 1 divise P,.
4. Par définition, Py = (X —1)Q,. On dérive :
Py =Qa+(X-1Q;.

En évaluant en 1 et on trouve P} (1) = Q4(1). De plus, P} = AP'(A1X), donc P} (1) = AP'(A).
Do, Q4 (1) = AP'(A).

2n
5. Notons A le coefficient dominant de A. Onadonc A=A1 H (X —aj). En dérivant :
j=1
2n
A=) [[X=-a.
j=li#j



A X—a;
Donc, A'(ax) = A [ [ (ar — a;), pour tout k € [1,2n]. Ainsi, —————— vaut L.
p /
ik (X—ap)Allay) itk Ok — @i

Donc,

2n A
B -
k; (ak)(X—ak)A’(ak) k; (ak)l]gC p——

Ceci est un polynéme de degré au plus 2n — 1 et il vaut B(ay) en ay, pour tout k € [1,2n].
Comme B € Cy,—1[X], il est égal a B. On reconnait bien siir les polynémes d’interpolation de
Lagrange ; on peut directement utiliser ce que l'on sait de ces polynémes.

. Lesracines de R sont les racines 2n-émes de —1. Comme (e'"/2"")?" = ¢!” = —1, les racines de
R sont les w. En particulier, R est scindé a racines simples.
On utilise la relation précédente avec Q) (de degré <2n—1 car P; comme P est degré < 2n)

dansle role de B et R danslerolede A:

X2n 4

2n
Q= k; Q/l(wk)—(X CooR @D

PAX)—-PA P(A P(A
Soit k € [1,2n]. Comme Q) = %, Qx(wg Ll() Deplus, R' =2nXx*""!
_ W —
2
et donc R (wy) = 2nw2" 1= —w—n (car wk =—1). D’oul'identité :
k

1 2% P(Awy) —P(A) X?" -1
w
an 1 wr—1 X —wyg

Qr=-

Pour la deuxieme identité, on évalue la premiere en 1. Le membre de gauche vaut Q, (1) =
AP'(A). Celui de droite vaut

1 2 PAwy) —PA) 2
-—— Wi.
2n o5 wr—1 1-wg

En découpant la somme en deux, on trouve bien

2wy P(A)ZZ" 20k
(l1-wp? 2n D 0-wp)?

AP'(A) = L zzn P(Awg)
= ‘

. En appliquant cette identité 2 X*" au lieu de P, on obtient :

1 & 20k A2n 2n 2wy
2n—-1 _ 2n,.2n

nio (1-wg) n = (1-—wg)

Comme wi" =-1,0na
e 2%" Zzn 20k
nA" = — .
2n o (1—wi)?
20
Avec A =1, on a donc Z k= 252, On peut ainsi remplacer la somme dans la
1 (1-wp)?

deuxieme identité de la questlon précédente :

AP'(A) = —ZP()L k)( k) +nPA).



8. Soit k€ [1,2n]. On calcule :

20 2e!Px 2e!Px 2 1

(I-0p? (-2  (elP2)2(e 02 —¢idel2)2 ~ 2isin(—¢r/2))?  2sin(¢pr/2)’

9. On écrit comme dans 1’énoncé :
n
VieR, T(t)=ap+ Y (arcos(kt) + bisin(kt)).
k=1
Par les formules d’Euler,
eikt+ e—ikt eikt _ e—ikt n

n .
VieR T()=ap+ Y. (ax + by —)= Y cre'™
=1 2 21 k=—n

a. b a b
aveccozao,ckz?k+2—’;pourk21etck=|7k|—2|—klsiks—l.Donc,

. n . 2n .
VIE[R,E‘””T(Z'): Z Ckel(k+n)t: Z C[_nelﬂt.
k=—n =0

On pose U = Z 2nc/_nX[ etonabien: VteR, ei"tT(t) = U(e”).
/=0

10. On utilise I'identité de la question 7, avec P = U. On a donc
1 27 2
AU W) = =Y. Uhwp ——— + nU).
2n ;5 (1-wg)

Soit £ € R, en prenant A = e'’ et avec la question 8, on a:

. . 1 2n o 1 )
ell’U/(elt)z__ U(elt+l¢k)—+l’lU(e”).
2n,§1 2sin? (¢ /2)

En dérivant la relation V¢ e R, ei”tT(t) = U(e”), ona
VieR, ine™ T() +e™T'(t) = ie'' U'(e').

En remplacant les expressions des U par celles avec des T, on a donc:

. . 1 2n 1 )
ne™ T —ie™ T (1) =—— Y TP T (4 p) ———— + ne T (D).
2n k; P st el2)

T , .
Comme n¢y = > krm, e"? = j(—~1)*. En simplifiant (additivement) les ne’™ T(z), puis les
—ie'" en facteur, on obtient :

-k

1 2n
T =—Y T+ —s——.
D= k; P03 v @rr2)



11.

Soit ¢ € R. Par inégalité triangulaire, on a

PO~ 3 1T+ gl ——p— =z 1o 381
Ton = Flosind(@r/2) ~ 2n = 2sint(@r/2)
2(,() 2n
Or, on sait que =— k (question 8) et on a montré (question 7) que Z
2sin?(¢p1./2) (1-wi)? k=1

2n°. Donc,

T
T ()] < % %212 = 1| Tl oo

Comme c’est vrai pour tout € R, on a bien || T'||oo < 72]| T ll oo

Zwk

(I-wo?



