MPSI 3 Devoir surveillé 2024-2025

DS 5 de mathématiques

Durée : J heures. Les calculatrices et autres technologies sont interdites.

Si vous repérez une possible erreur d’énoncé, vous étes invité(e) a venir le signaler.

1 Equation de Sturm-Liouville

Soit q une fonction continue de R dans R. On note (E,) I'équation différentielle’ de Sturm-
Liouville suivante : y” + gy = 0, d’inconnue y une fonction de classe C* de R dans R.

On admet le théoreme de Cauchy linéaire suivant :
Sitp € Retsiyy,vg € R, il existe une unique solution y de E, vérifiant les conditions
initiales : y(to) = yo et ' (to) = vo.

Le but du probléme est ’étude qualitative des solutions de (E,)-

1.1 Principe des zéros isolés

Soit y une solution non nulle de (E,), soit o un point d’annulation de y. On souhaite
montrer que « est un zéro isolé de y, au sens ot

30>0:VteR, (t—al <dett#a) = y(t) #0.

1. On raisonne par I'absurde. Montrer qu’on peut alors trouver une suite (t,)nen de
réels de limite « telle que : Vn € N, t,, # « et y(t,) = 0.

2. En déduire que y'(a) = 0. Conclure.

1.2 Une estimation dans le cas o1 ¢ <0

On suppose qu'’il existe une constante w > 0 telle que ¢ < —w? sur R. On considére une
solution y de (E,) telle que y(0) = yo > 0 et y'(0) = 0.

3. Montrer que y? est convexe.

4. En déduire que y > yp sur R.

'Par définition, y est solution de (E,) si, pour tout t € R, 3" (t) + q(t)y(t) = 0.



5. Soit ¢ une fonction de classe C* de R dans R telle que ¢(0) = ¢/(0) = 0.
On note g = ¢" — w?¢

1 x
(a) Montrer que pour tout réel z, ¢(z) = —/ g(t)sh (w(z —t))dt.
W Jo

On note z la fonction définie sur R par z(t) = yoch(wt), ¢ =y — z et g = ¢" — w?¢.

(b) Montrer que g = ¢" — w?¢ > 0 sur R.
(c¢) En déduire que pour tout ¢t € R, y(t) > yo ch(wt).

1.3 Quasi-périodicité des zéros dans le cas ou ¢ > 0.

On se donne deux fonctions f et g continues de R dans R telles que f < g sur R. On note
y une solution non nulle de (Ey) et z une solution de (E,).

Soient « et # deux points d’annulation consécutifs de y — ceci a bien un sens grice a la
partie 1.1. On souhaite montrer’ que z s’annule sur [, 5] et on raisonne par 1’absurde.
Sans perte de généralité, on peut supposer que y et z sont positives sur [a, J].

6. On définit w = yz’ — y'2. Calculer v’ et en déduire les variations de w.
7. Montrer que y'(«) > 0 et ¢'(8) < 0. En déduire une contradiction.

Soient w, v > 0 des constantes, ¢ une fonction continue telle que w? < ¢ < v sur R.
Soit y une solution non nulle de (£,).

8. Montrer que y s’annule une infinité de fois sur R et que si @ < S sont deux zéros
: T T
consécutifs de y, alors — < —a < —.
v

On considérera les solutions bien connues des équations (E,z2) et (E,2).

2 Un théoréme de Polya
On fixe dans tout le probléme un polynéme P € C[X] unitaire de degré n > 1.
e On pose Qp ={z€ C||P(2)| <2}
e On note Rp = {Re(z),z € Qp} la projection orthogonale de Qp sur 'axe réel.

On se propose de démontrer que I'ensemble Rp peut étre recouvert par un nombre fini de
segments disjoints dont la somme des longueurs est < 4. C’est un résultat démontré par
George Polya en 1928.

2(’est le théoréme de comparaison de Sturm.



2.1 Exemples et résultats préliminaires

1. Montrer que 'ensemble {2p est non vide.

2. On suppose que P = X2 — 2.
Montrer que Qp C {z € C| |z| < 2}. En déduire que Rp = [—2,2].

3. On suppose que P = X% — a avec a € R.
Montrer que si a > 2, Rp n’est pas un intervalle.

4. Deux résultats préliminaires sur les polynémes scindés sur R.
Soit R € R[X] de degré n > 1 scindé sur R, y; < y2 < ... < y, ses racines distinctes,
et aq, ..., a, leur multiplicité respective.

(a) Montrer que R’ est également scindé sur R et localiser ses racines.

(b) En déduire que toute racine multiple de R’ est racine de R.

( ) Montrer que pour tout x € \{ } /(SL’) = s b
C rer r r€R yees , E .
q P n Yr R(SL’) —1 T — Yk

(d) En déduire que, pour tout z € R, R(z)R"(z) < R'(z)*.

2.2 Réduction au cas réel

On note 2, ..., 2, les racines complexes de P comptées avec multiplicité. Pour i € [1,n],
on note x; = Re(z;) et on consideére le polynome @ = (X — z1)... (X —z,) € R[X].
Pour tout polynéme R € R[X], on note Er ={z € R| |R(z)| < 2}.

5. Montrer que Rp C Eg C Rq.

6. (a) Montrer que I'on peut trouver —oo = 1y < u; < ... < up_1 < u, = +00 tels
que la fonction polynomiale @) soit strictement monotone sur chaque intervalle

[qu Uk+1]3-
(b) En déduire que Eg est une réunion de segments deux a deux disjoints.
On peut ainsi écrire Eg = I; U [, U... U I avec pour tout k € [1, s], I, = [ax, bi] et
ou, pour tout k € [[1,s—1], ar < by < ags1 (les segments sont numérotés dans 'ordre
S

croissant). On note pu(Q) = Z(bk — ay) la somme des longueurs des intervalles Iy.
k=1

(c) Montrer que pour tout k € [1,s], Q(ax) et Q(bx) appartiennent a {—2,2} et
que pour tout k € [1,s — 1], Q(bx) = Q(ak+1)-
(d) Preéciser Q(bs) ainsi que Q(ay) en fonction de la parité de n.

30n convient que la notation [uy,, ug 1] désigne I'intervalle | — oo, u] si k = 0 et [u,_1, +oo[sik =p—1



2.3 Réduction a un seul intervalle
7. On souhaite montrer que chaque intervalle I, contient au moins une racine de Q).
(a) Traiter le cas Q(ax) = —Q(bg)-
On suppose dans la suite de la question (et par symétrie) que Q(ax) = Q(by) = 2.
(b) Justifier I'existence de o € [ay, by tel que Q(«v) = zlglf; Q(z).
(c) Montrer que Q'(a) =0 et Q"(a) > 0.
(d) Conclure, en utilisant la question 4.

8. On note tq,...,t,, les racines de ) dans l'intervalle I, ces racines étant comptées
avec multiplicité. On suppose m < n (et donc s > 1) et on définit

A=(X—-t1)...(X —t,) et BeR[X] tel que Q = AB.

On pose enfin Q1 (X) = A(X+d)B(X) ot d = as—bs_ est I'écart entre les intervalles
Is—l et IS.

(a) Vérifier que @1 est unitaire de degré n et scindé sur R.
(b) Montrer que [; UL U ...UI,_; C Eg, et que

las — d,bs — d] = [bs_1,bs — d] C Eq,.

(c¢) En déduire que p(Q1) > 1(Q) et que l'intervalle le plus & droite de Eg, contient
strictement plus de m racines de );.

9. En déduire qu’il existe un polynome Qe R[X] unitaire de degré n, scindé sur R, tel

que u(Q) > p(Q) et pour lequel Ej est réduit & un unique segment.

2.4 Conclusion via les polyndémes de Tchebychev

On admet existence d’une suite de polynomes (7,,),en+ telle que, pour tout n € N*, T,
est de degré n, de coefficient dominant 2"~' et, pour tout 6 € R, T},(cos 8) = cos(nf).

10. Déterminer les points x € [—1, 1] tels que |T,,(z)| = 1.

T,
11. Soit R € R[X] unitaire de degré n > 1. En considérant le polynéme R — on-1
1
montrer que sup |R(z)| > 5—.
z€[-1,1] A

12. En déduire que si R € R[X]| est unitaire de degré n > 1 et vérifie |R(x)| < 2 pour
tout = € [a, b], alors b —a < 4.

13. Conclure.



