MPSI 3 Devoir surveillé 2024-2025

DS 6 de mathématiques

Durée : J heures. Les calculatrices et autres technologies sont interdites.

Si vous repérez une possible erreur d’énoncé, vous étes invité(e) a venir le signaler.

1 Exercice — Calculs

1. Déterminer une base du sous-espace vectoriel de R? engendré par les vecteurs
Uy = (1, 7, 11, 3), Uy = (O, 4, 6, 2), Uz = (2, —2, —2, —2) et uy = (3, —1, O, —2)
2. On note F' le sous-espace vectoriel de R* engendré par (1,2,3,4) et (1,4,4,7) ; G
celui engendré par (1,1,1,1) et (4,3,5,4).
(a) Déterminer une base de FF'NG.

(b) En déduire que F + G est un hyperplan de R* ; puis déterminer une forme
linéaire £ € (R*)* telle que F + G = Ker/

2 Probléme — Racine carrée d’un endomorphisme

On désigne par n un entier naturel non nul, par K le corps des réels ou des complexes et
par E un K-espace vectoriel de dimension n. Dans ce probléme, on s’intéresse a I’étude des
racines carrées d’éléments dans les anneaux L£(E) et M, (K) :

e Si A € M,(K), une racine carrée de A est une matrice B € M, (K) telle que B = A.

e Si f € L(F), une racine carrée de f est un endomorphisme g € £(E) tel que g* = f.

Si M € M, (K), on note f; 'endomophisme de K" canoniquement associé a M.
On rappelle aussi que :

d d
e Si P = Zaka et si f € L(F), on note P(f) = Zakfk, avec ¥ = idpg.
k=0 k=0
L’application P +— P(f), définie de K[X] dans L(FE) est linéaire et un morphisme

d'anneaux. En particulier, P(f) o Q(f) = (PQ)(f) = (QP)(f) = Q(f) o P(f) si
P, @Q € K[X].

e Un endomorphisme f € £(E) est nilpotent s’il existe N € N tel que f~ = 0.

e Un sous-espace vectoriel F' de E est stable par f si f(F) C F. Alors, la restriction
fir est a valeurs dans F' et peut (avec un léger abus) étre considérée comme un
endomorphisme de F'.



2.1 Questions préliminaires

1. Soient A, B € M,,(K). Montrer que B est une racine carrée de A ssi fp est une racine
carrée de f4.

2. Soient A, B € M,,(K), soit P € GL,(K). Montrer que B est une racine carrée de A
ssi PBP™! est une racine carrée de PAP™.

2.2 Exemples

3. Racines carrées de I,. Soient \, u € K.

(a) A quelle condition la famille ((1,X), (u,1)) est-elle une base de K* ?

(b) On suppose cette condition satisfaite et on note s, , la symétrie par rapport a
Vect ((1,\)) parallelement & Vect ((u,1)). Déterminer la matrice M, de sy,
et justifier sans calculs que M, , est une racine carrée de Is.

4. Racines carrées de —idg. Dans cette question, K = R. On souhaite montrer que
—idg a une racine carrée ssi n est pair.

(a) Onsuppose que n est pair. On écrit n = 2p et on fixe une base (e, e, . .., €2p_1, €2p)
de E. Justifier qu'il existe un unique f € L(F) tel que

Vk € [1,p], fear—1) = ear et f(eaw) = —€ap—1.
Montrer que f* = —idg.

On suppose désormais que n est impair. On raisonne par ’absurde en supposant
Iexistence de f € L(E) tel que f? = —idg.

(b) On se donne un sous-espace vectoriel strict F' de E stable par f. On fixe un
vecteur € E\ F. Montrer que G = Vect (, f(z)) est un sous-espace vectoriel
de E de dimension 2 et qu’il est stable par f.

(c) Montrer que F' et G sont en somme directe.
(d) Aboutir & une contradiction.

5. Matrices diagonales réguliéres. Soient \q,..., A, € K deux a deux distincts. On
note D € M,,(K) la matrice diagonale D = Diag(Ay, ..., \,).

(a) Soit B € M,,(K) une racine carrée de D. Montrer que B et D commutent. En
déduire que B est diagonale.

(b) On suppose que K = C. Montrer que D admet toujours une racine carrée et
préciser le nombre de racines carrées de D, en distinguant deux cas.

(c) On suppose que K = R. Déterminer une condition sur les Ay pour que D ait une
racine carrée. Le cas échéant, préciser le nombre de racines carrées de D.



1 -5 5 2 -1 0
(d) Onnote A=|[—-5 3 —-3|etP=|—-1 —1 1| dans M3(R).
5 =3 3 1 1 1
Montrer que P est inversible, calculer P! et P~'AP.
En déduire le nombre de racines carrées de A.

2.3 Décomposition de Fitting
Soit f € L(E). Pour tout k € N, on note N = Ker(f*) et I, = Im(f*).

6. Montrer que la suite (Ng)ren est croissante pour l'inclusion. En déduire que cette
suite est stationnaire.

On note p un entier tel que V& > p, N, = N,,.
7. Montrer que N, et I, sont supplémentaires dans E et qu’ils sont stables par f.

8. Onnote fy et fr les restrictions de f a N, et I, (considérées comme des endomorphismes
de ces espaces). Montrer que fy est nilpotente et que f; est un isomorphisme.

9. Montrer que f a une racine carrée ssi fy et f; ont une racine carrée.

Cette décomposition ramene ’étude de I'existence d'une racine carrée d’'un endomorphisme
aux cas ou I’endomorphisme est inversible ou nilpotent, que 'on traite dans les parties
suivantes.

2.4 Le cas inversible

Dans cette partie, K = C et f est un isomorphisme de E. On souhaite montrer que f a
une racine carrée.

10. Montrer que la famille (f*).en est lice dans £(E).

11. En déduire 'existence de P € C[X] \ {0} tel que P(f) = 0. Montrer qu’on peut de
plus supposer P unitaire et P(0) # 0.

On fixe un tel polynome P dont on note oy, .. ., a, € C* les racines distinctes, de multiplicité
respective myq,...,m,. Pour tout k € [1,r], on note P, = (X — ax)™, de sorte que
P = PP, ... P,. Enfin, on note B = Ker (Py(f)) = Ker ((f — ayidg)™), pour k € [1,7].

12. Justifier I'existence de polynomes Uy, ..., U, € C[X] tels que Z Uy H P, =1.
k=1

1<i<r

itk
13. En déduire que K =FE, S Ey @ --- D E,.



14. Soit k € [1,7]. Montrer que Ej est stable par f et que la restriction f, de f a Ej
est de la forme ay(idg, +uyg), ot uy est un endomorphisme nilpotent de E.

15. On souhaite définir une suite (Ry)ren € Q[X] tels que, pour tout k& € N, Ry € Qx[X]
et X" divise R} — (1 + X).
(a) Montrer Iexistence de tels polynomes Ry, pour k < 2.
(b) On suppose Ry, construit pour un entier k fixé. Montrer que pour une valeur
bien choisie de o € Q, Rpy1 = Ry + ap X1 convient.

Ceci montre I'existence d’une telle suite (Rj)ren par récurrence.

16. Montrer qu’il existe un entier N tel que, pour tout k € [1,7], Ry (uy) est une racine
carrée de idg, +u.

17. Conclure quant a 'existence d’une racine carrée de f.

2.5 Le cas nilpotent

Dans cette partie, K = R ou C et f est un endomorphisme nilpotent de E. Pour tout
k € N, on note N, = Ker fk, d = dim Ny, et pp = dpiq — dp.

18. Soit & € N. On fixe un supplémentaire S de Nj4; dans Nyio. Montrer que fg est
injective, a valeur dans Nyyq et que f(S) et Nj sont en somme directe.

On appelle partition de V'entier n une suite (ag)ren d’entiers naturels, décroissante et
+00

stationnaire en 0, telle que Z ap = n.
k=0

19. Montrer que (pg)ren est une partition de n.
C’est la partition de n associée a ’endomorphisme nilpotent f.

On suppose désormais que f admet une racine carrée g.

20. Montrer que g est nilpotent. On note (g;)sen la partition de n associée a g ; montrer
que, pour tout k € N, pr = qor, + Garr1-

On appelle racine carrée d’une partition (ay)gen une partition (by)sen telle que, pour tout
k€N, ap = bay + bopy1.

21. Montrer qu’une partition (ax)ren admet une racine carrée ssi il n’existe pas d’indice
k € N tel que les deux entiers consécutifs a; et ax,q soient égaux et impairs.

Ceci donne une condition nécessaire pour qu’un endomorphisme nilpotent admette une
racine carrée. Avec davantage de travail, on montrerait que cette condition est aussi
suffisante.



