MPSI 3 Devoir surveillé 2024-2025

DS 6 de mathématiques

Durée : J heures. Les calculatrices et autres technologies sont interdites.

Si vous repérez une possible erreur d’énoncé, vous étes invité(e) a venir le signaler.

1 Exercice — Calculs

1.

2.

10 2 3
. 4 -2 —1

On note M la matrice 116 -2 0 dont les colonnes correspondent aux uy.
3 2 =2 =2

Le ssev de R* engendré par les uy, est 'image de la matrice M ; on peut 'obtenir en
échelonnant M sur les colonnes.
On retire 2 fois C'1 a C3 et 3 fois C'1 a C4 :

1 0 0 0

7 4 —16 -22
11 6 —24 -33
3 2 -8 -—11

M ~¢

On constate que les 3 derniéres colonnes sont colinéaires a la deuxiéme. Donc, u; et
ug engendrent déja Vect(uq,us, us, uy) ; comme u; et us ne sont pas colinéaires, ils
forment une base de ce ssev.

(a) On cherche a, 3,7, 9 des réels tels que «(1,2,3,4) + 5(1,4,4,7) +~v(1,1,1,1) +

5(4,3,5,4) = 0. Cela revient a résoudre le systéme linéaire homogéne AX = 0,
1 11 4
. 2 41 3 : . .
ou A= 241 5l En enlevant un multiple de la ligne 1 aux suivantes, on
4 7 1 4
a:
11 1 4
0 2 -1 =5
Ao 1 Z2 7
03 -3 —12

On échange les lignes 2 et 3 ; on remarque que la ligne 4 est la somme des lignes



2 et 3, donc :

11 1 4 11 1 4
y 01 -2 -7 01 -2 —7
“Llo 2 -1 =5 "*loo 3 9

00 0 0 00 0 0

On trouve donc une droite de solutions pour («, 3,7,9). En prenant § = 1, on
trouve y = =3, puis f =T70+2v=1let a = —40 —y— [ = —2. Ainsi, le vecteur
2(1,2,3,4) — (1,4,4,7) = =3(1,1,1,1) + (4,3,5,4) = (1,0,2,1) engendre FNG

; il en est donc une base.

(b) Comme F' et G sont tous les deux engendrés par deux vecteurs non colinéaires,
ils sont de dimension 2. Comme leur intersection est de dimension 1, on a par
la formule de Grassmann que dim(F + G) = dim F + dimG —dim FN G =
2+ 2—1=3. Comme R?* est de dimension 4, F 4+ G est un hyperplan de R%.
Le ssev F' + G a pour base ((1, 2,3,4),(1,4,4,7),(1,1,1, 1)) . en effet, les deux
premiers vecteurs forment une base de F' et le troisiéme est dans (G, donc n’est
pas combinaison linéaire des deux premiers (sinon il serait dans F' N G). Soit
u = (z,y,2,t) € R*. Il est dans F + G ssi on peut trouver a, 3,7 € R tels
que «(1,2,3,4) + 5(1,4,4,7) + v(1,1,1,1) = (x,y, z,t). On écrit le systéme
linéaire correspondant et on échelonne ; la ligne 0 = ... donne les conditions de
compatibilité. On trouve x —y — 2z +t = 0. C’est une équation de I'hyperplan
F + G ; et la forme linéaire recherchée est ((z,y,z,t) =z —y — z + t.

Les calculs peuwvent étre faits au brouillon. Si on trouve l’équation, on peut
simplement remarquer que les vecteurs engendrant F' + G la vérifient bien et
conclure par un argument de dimension.

2 Probléme — Racine carrée d’un endomorphisme

2.1 Questions préliminaires

1. On sait que l'application M +— fy de M,(K) dans £(K") est un isomorphisme
d’anneaux. Donc, si A, B € M, (K), on a les équivalences :

B=A = fp=f1 = (fB)QZfA-

2. SiB?*= A, ona(PBP ') = (PBP')(PBP*')= PB*P' = PAP™'. Réciproquement,
si (PBP™')?> = PAP™', on a PB*P™! = PAP™! et donc B®> = A en multipliant &
gauche par P! et a droite par P.



2.2 Exemples

3. Racines carrées de Is.

(a) C’est une famille de deux vecteurs dans un espace de dimension 2. C’est donc
une base ssi elle est libre ssi les deux vecteurs ne sont pas colinéaires ssi 1 x 1 —

A X p#0ssi Ap # 1.

(b) On remarque que (1,0) =

((1,X) = A(p, 1)), de sorte que sy,(1,0) =

1—Ap
1
1 1)) = 1 2M).
1_AMKVM+AW,» 1_AJ + A, 2))
De méme, (0,1) = o (—p(1, A)+(p, 1)) et done sy ,(0,1) = = )\M(—Qu, —1-

Ap). La matrice M), est donc :

M. = 1 1+ M —24
MITT IO\ 20 =1+

mme Sy un métri vérifie sy, = idgz : nc une racin
Comme s) , est une symétrie, elle vérifie iu dkz2 : c’est donc une racine
carrée de idk2. Donc, M) , est une racine carrée de .

4. Racines carrées de —idg.

(a) On sait qu’il existe un unique endomorphisme de E dont les valeurs sur une
base de E sont prescrites. D’ou 'existence et 1'unicité de f.
Soit k S ﬂl,p]]. On a f2<€2k_1) = f(@gk) = —€9k—1 et f2<€2k> = f(—egk_l) =
—egr. Done, f? et —idg coincident sur tous les éléments de la base (e, ... ,€2p),

done f? = —idg.

(b) Le vecteur x est non nul puisqu’il n’est pas dans F'. Si G était de dimension 1,
f(z) serait colinéaire & x, donc de la forme ax pour un certain o € R. Alors,
on aurait f?(r) = f(az) = o®x. Comme f* = —idgp et que x # 0, on aurait
a? = —1, ce qui n’est pas. Donc, G est de dimension 2.

Comme f(z) € G et que f(f(z)) = —z € G, les deux vecteurs x et f(z) sont
envoyés par f dans G. Comme ils engendrent G, GG est stable par f.

(c) Soit u € G\ {0}. Pour les mémes raisons qu’a la question précédente, (u, f(u))
est libre, donc génératrice de G qui est de dimension 2. Donc, x est combinaison
linéaire de w et f(w). Si u était aussi dans F', f(u) serait aussi dans F' (car F
est stable par f) et donc z serait dans F', ce qui contredit I’hypothése. Ainsi,
FNnG={0}.

(d) Par la question précédente, si F' est un ssev strict de E stable par f, on peut
définir un ssev de E stable par f, et de dimension dim F' + 2. On définit alors
de proche en proche des ssev stricts de E stables par f: {0} =Fy C F} C--- C
F, = FE, avec dim F;;; = 2 + dim Fj, pour tout ¢. Ainsi, F est de dimension
paire, ce qui est absurde.



5. Matrices diagonales réguliéres.

(a) On a BD = B(B?) = B® = (B*)B = DB. Soient i,k € [1,n]. Le coefficient
(i, k) de BD est b; Ay ; celui de DB est \;b; . Comme \; # A\ si i # k, on doit
avoir b;, # 0 si ¢ # k. Donc, B est diagonale.

(b) D’aprés la question précédente, les racines carrées de D sont & chercher parmi
les matrices diagonales. Si B = Diag(ay, ..., a,), on a B> = Diag(ai,...,a?).
Donc, B est une racine carrée de D ssi Vk € [[l,n]],ai = MAz. Chacune des k
équations a 2 solutions si Ay # 0, 1 seule si Ay = 0. On en déduit que D a 2"

racines carrées si tous les A, sont non nuls ; 27! si 'un des \; est nul.

(c) Avec le méme argument qu’a la question précédente, D a une racine carrée ssi
tous les A\, ont une racine carrée dans R ssi tous les A\, sont positifs. La suite
de 'argument est le méme et le résultat identique : 2" racines carrées si les A
sont strictement positifs ; 2”1 si les A, sont positifs et que 1'un est nul.

1/3 —1/6 1/6

(d) Avec l'algorithme de Gauss-Jordan, on trouve P~!' = [ —1/3 —1/3 1/3| =
0 1/2 1/2
1 2 -1 1 16 0 0
— -2 —2 2. Aprés calculs (cf. document annexe), P'AP =0 1 0
\o 3 3 0 00

Ainsi, P~'AP admet 4 racines racines carrées d’aprés la question précédente ;
d’aprés la question 2., A aussi.

2.3 Décomposition de Fitting

6. Soit k € N. Soit # € N. Alors, f*(z) = 0 et donc f*!(x) = 0. Donc, v € Ny ;
donc Ny C Ny et la suite des Vg est croissante.
La suite des dim N, est donc aussi croissante ; c’est une suite d’entiers majorée
par dim F, elle est donc stationnaire. Ainsi, il existe un indice p tel que si k > p,
dim N = dim N,. Comme pour ces k, on a N, C Vi, on a en fait égalité N, = Nj.

7. Soit y € N, N I,. On peut écrire y sous la forme y = fP(z), ot z € E. Comme
€ N,, f(y) = f*(x) = 0 et donc € Nop. Comme 2p > p, Ny, = N,. Donc,

y = fP(x) =0; et donc N,NI,=0.
Par le théoréeme du rang appliqué a f?, on a de plus dim N,+dim [, = dim £. Comme
ces deux espaces sont en somme directe, ils sont donc supplémentaires.
Montrons maintenant la stabilité par f. Si x € N, alors f?(f(z)) = f**'(z) = 0,
donc N, est stable par f. Siy € I, on écrit y = fP(z), avec + € E. Alors,
f(y) = P (x) = f(f(x)) € I, et donc I, est stable par f.

8. Soit x € N,. On a fX(z) = fP(x) = 0, de sorte que f¥ est 'endomorphisme nul de
N,. Donc, fn est nilpotente.
Soit y € I,. On écrit y = fP(x), pour un x € E. Si f;(y) = 0, alors f**!(x) = 0 et

4



2.4

10.

11.

12.

donc x € N,y = N,. Par stabilit¢ de N, par f, on a aussi y = f(x) € N,. Ainsi,
y € I, NN, ={0} ; donc y = 0. Ceci montre que f; est injective. Comme c’est un
endomorphisme de I,,, de dimension finie ; f; est un isomorphisme.

Supposons que f admet une racine carrée g. Alors, f et g commutent (comme en
5.a). Sixz € N, fP(g9(x)) = g(f*(z)) = 0, de sorte que g(x) € N,. Siy € I,, y s’écrit
fP(z) et alors g(y) = fP(g(z)) € I,. Ainsi, g laisse stable NV, et I, ; en notant gy et
gr les restrictions de g & ces espaces, on a alors g% = fy et g7 = fr.

Supposons réciproquement que f; et fy admettent une racine carrée, qu’on note
gr et gy. On peut voir g; et gy comme des applications linéaires a valeurs dans
E, avec comme espace de départ respectivement I, et N,. Comme I, et NN, sont
supplémentaires, on peut trouver une unique application linéaire de E' dans E (donc
un endomorphisme de F) tel que g; et gy soient respectivement les restrictions de g
a I, et N,. L’identité g* = f est alors valable en restriction a I, et & N, ; elle est
donc valable sur F tout entier car I, + N, = E.

Le cas inversible

L’espace vectoriel £(E) est de dimension finie n?. Donc toute famille d’au moins
n? + 1 vecteurs y est liée ; a fortiori la famille (f¥)pen formée d'une infinité de
vecteurs.

On peut donc trouver un entier d € N et des coefficients ag, . . ., ag non tous nuls tels
d
que Zak ¥ = 0. Quitte a diminuer la valeur de d, on peut supposer que ag # 0.
k=0

Quitte a diviser par aq, on peut supposer que agz = 1. Si on note r € [0,d] le
premier indice tel que a, # 0, on peut multiplier la relation précédente par f~" et
d

d—r
obtenir Zakfk_’" =0 ; donc Zar+gfz = 0, avec a, # 0. Finalement, en posant
k=r /=0
d—r
P = ZarMXe, P est bien unitaire, de coefficient constant non nul et il vérifie
(=0
P(f) = 0.
Notons @, = H P, pour k € [1,r]. Les @y sont premiers entre eux dans leur
1<i<r
i#k

ensemble. En effet, les seuls polyndmes irréductibles intervenant dans la décomposition
en produit d’irréductibles des )y sont les X — ay ; mais X — ay ne divise pas Q.
T

Ainsi, on peut trouver une relation de Bézout Z U@, = 1, ou les Uy sont dans
k=1

ClX].



13.

14.

15.

On garde les notations de la réponse précédente. En substituant f & X dans la
relation précédente, on a :

> U)o Qilf) =ide.
k=1

Soit z € E. en évaluant cette relation en z, on a :

T

Z (Ur(f) 0 Qr(f))(2) = .

k=1

Notons zx = (U(f) o Qi(f))(z). Alors, Pu(f)(zr) = (Uk(f) o P(f))(z) = 0 (on
rappelle que tous les polynémes en f commutent). Ainsi, x; € Fjy et on a montré
que FE=F +---+ FE,.
Considérons maintenant j € [1,7] et x € E; N ( Z EZ) Ainsi, z € Ej et x peut
1<i<r
i#]
aussi s’écrire x = Z , ol ; € E; pour tout ¢. Comme z est dans £}, il est annulé

1<i<r
i#]

par tous les Qi (f), pour k # j (car Qx(f) a pour facteur 'endomorphisme P;(f)).

La relation précédente donne donc :

(U;(f) 0 Q(f)) () = =.

Mais chaque z; est annulé par Q;(f) car P;(f) est un facteur de Q;(f). Donc, on a
finalement 0 = x. Comme j était quelconque, on a montré le caractére direct de la
somme : F=FE S E®---PE,.

Soit © € Ey. Alors, Pu(f)(f(z)) = f(Pu(f)(x)) =0, donc f(z) € Ej. Ceci montre
que Fj est stable par f.

Par définition, si x € Ej, on a (fi — axidg, )™ (z) = (f — axidg)™ () = 0. Ainsi,
fr —ayidg, est un endomophisme nilpotent de Ex. On écrit alors fi = ay(idg, +uy),

avec uy = ﬁ —idg,, qui est bien nilpotent.
097

X X X2
(a) On pose Ry =1, R1:1+?et R2:1+5—?. On calcule :
e R?— (1+ X) = —X est bien divisible par X ;
X2
e R —(1+X)= Ve est bien divisible par X? ;
X Xt
e R2—(1+X)= Y + o est bien divisible par X?.



16.

17.

2.5

18.

19.

20.

(b) Comme Ry, convient par hypothése, on peut écrire R = 1+ X + X*1Q,, on
Qr € Q[X]. Avec les notations de 1’énoncé,

Ry = Rp + 20 X" Ry + af X272 = (1 + X) + X*H(Qp + 20y,) + af X2,

Le terme ai X2 est toujours divisible par X**? car 2k +2 > k + 2. Le
terme X*T1(Q) 4 2ay) est divisible par X*™? si (et seulement si) on choisit

~ Qx(0)
2

ap = . Pour cette valeur de ay, Ry, convient donc.

Tous les wu; étant nilpotents, on peut considérer un indice N tel que si ¢ > N,
alors ui, = 0 (comme on ne considére qu’un nombre fini de uy, on n'a méme pas
besoin de savoir magjorer lindice de nilpotence). Pour I'entier N, on sait que R3 =
(14 X) 4+ XN *™Q, pour un certain polynéme (). En substituant un u, & X, on a

Comme f, = ax(idg, +ux), si dx est une racine carrée de o (ce qui existe, puisqu’on
travaille dans C), 0, Ry (ux) est une racine carrée de fi, d’aprés la question précédente.
On définit alors g I'unique endomorphisme de E dont la restriction a chaque Ej vaut
SpRn(ug). Lidentité g* = f a lieu par construction sur chaque Ej, donc sur F,
comme K =F, & ---PFE,.

Le cas nilpotent

Soit z € S tel que f(x) = 0. Alors, en particulier f**'(x) = 0 et donc # € Nyy;.
Comme Nj;1 NS = {0} par définition, x = 0. Ainsi, fig est injective.

Si & € Njyo, on a ff2(x) = 0 et donc f*!(f(x)) =0, c’est-a-dire f(z) € Ngyy. En
particulier, fig est a valeurs dans Nj;.

Soit y € f(S) N Ni. On écrit y = f(x) avec z € S. Comme f*(y) = 0, v € Niy1.
Comme Ny et S sont en somme directe, = 0 ; et donc y = 0. Ainsi, f(S) et Ny
sont en somme directe.

La suite (pg) est une suite d’entiers car on a pour tout k, N C Ny et donc
d < dy1q1. Elle est décroissante d’apres la question précédente. Elle est stationnaire

en 0 car, a partir d'un certain rang s, tous les Ny valent £ (f étant nilpotente).
S

+oo s
Enfin, on a Zpk = Zpk = Z(dkH —di) =dim F — dim{0} = n.
k=0 k=0 k=0

Si ¥ =0, alors ¢*¥ = fV, donc ¢ est nilpotent. Notons d, = dim Ker ¢° pour tout
0. Alors, qy = dp1 — dp. De plus, pour tout £, dyp = dim Ker fﬁ = dy.

Sik € N, on a donc gop, +Gor 11 = Oopy2 —Oop1+ 02k 1— 02k = Oopy2— 02k = dpy1 —di =
Pk-



a
21. Supposons la condition sur les a; vérifiée. Pour tout & € N*, on note by, = [;k}

ag , . s 1o . . . ,
et bopr1 = LEJ Vérifions que ceci définit bien une partition racine carrée de la

partition (ag).

e Les by sont nuls pour ¢ assez grand car les a; sont nuls pour k assez grand.

e Comme byy + bogpy1 = ay, la somme de tous les b, est égale & la somme de tous

les a, donc a n.
e Lasuite (by) est décroissante. En effet, si ¢ = 2k, on a bien by, = (%} > =] =
Ak+1

2

boy1 ; et si £ = 2k + 1, on doit vérifier que by 1 = L%J > | =bogso. Iy
a plusieurs cas :

— Si a et ag,q sont pairs, cela vient de ce que ap > a1 et du fait que les
parties entiére disparaissent.

— Si ay est pair et ag,; impair, a, > apr; + 1. De plus, L%J = %, et
(ak2+1—| = akﬂ;_ 1, donc I'égalité est valable.

— Si ay est impair et a1 pair, on a de méme a, — 1 > a1, L%J = ak; !
t [ak2+1—| _ ak2+1

— Si ag et axyq sont impairs, ils sont distincts par hypothese, donc % >
ak2+ L4 1et I'inégalité est encore vraie.

Réciproquement, supposons que (ax) a une partition (by). Soit k& € N tel que ay est
impair. On a ay = bo + borr1 €t agr1 = bogr1 + bopro. Donc, byy et byry1 n’ont pas
méme parité ; en particulier boy > bogi1. Alors, agi1 = bogi1+bogio < bop+bopr1 = ag
(car bogyo < bogr1). Ce qui conclut.



