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DM 14 - Méthode de Newton — Etude d’une suite récurrente

1 Etude d’une suite récurrente

Remarque : Je wai pas fait le dessin mais vous étes invités a le faire.

2
On note f la fonction définie sur R} par f(x) = 1+ —. Pour tout x >0, on a f(x) > 1. De plus, si
X
2
x>1l,onaf(x)<1l+ 1 = 3. On en déduit que, quel que soit uy > 0, up €]1,3|.

2
La fonction f est décroissante sur [1,3], avec f(1) =3 et f(3) =1+ 3 € [1,3]. On en déduit que

I'intervalle [1,3] est stable par f.
Onrésout :

2
fX)=x = x=1+-
X
— x*-x-2=0
~— x=-loux=2
Lunique point fixe de f sur [1,3] est donc 2.

On peut calculer f'(2) = —1/2, pour conjecturer que 2 est un point fixe attractif.
On calcule

Fof =1+ 2 1+ 2x  3x+2
o = = = .
1+2 X+2  x+2
—x?+x+2
Donchf(x)—xzT.OnendéduitquefOf(x)>xp0urx<26tf0f(x)<xpourx>2.
b

Ainsi, les intervalles [1,2] et [2, 3] sont stables par fo f. Une suite récurrente de type v,+1 = fo f(v;)
est croissante dans I'intervalle [1,2] et décroissante dans l'intervalle [2, 3].

Bilan: si ug € [1,2], u; € [2,3]. Lasuite (uy,,) est avaleurs dans [1, 2] et est croissante ; la suite (u25,+1)
est a valeurs dans [2,3] et est décroissante. Par théoreme de la limite monotone, ces deux suites
convergent ; nécessairement vers le point fixe 2 (seul point fixe de f o f sur [1,3]). Et inversement
si ug € [2,3].

On en déduit que (u,,) converge toujours vers 2.

2 Méthode de Newton
2.1 Préliminaires

1. Comme f est €2, If’l est continue et If’(x*)l > 0. Notons m; = . Par localisation

If'(x™)]
2

asymptotique, on peut trouver h > 0 tel que Vx € [x* — h,x* + h],|f'(x*)| = m;. Comme | f"|
est continue sur le segment [x* — k, x* + h], elle est majorée, par le théoréeme des bornes
atteintes. En notant M, ce majorant, on obtient la deuxieme inégalité.



2.

3.

2.2

4.

(a) Montrons d’abord 'unicité. Si P et Q sont deux tels polynémes dans R, [X], R=P - Q
vérifie R(a) = R(b) = R'(a) = 0. Ceci montre que a est racine de R de multiplicité au
moins 2 et que b est racine de R. Comme degR <2 <2+1, Restnul. Donc P = Q.

Pour I'existence, on peut chercher le polynéme sous la forme
P=f(a)+f(@)(X-a)+CX-a)?
avec C € R. Par construction, on a P(a) = f(a) et P'(a) = f’(a). De plus,

_f-f@-fl@b-a
B (b—a)? ‘

Pb)=f(b) < C

Ainsi, avec cette valeur de C, P convient.

(b) Notons g : x — f(x) — P(x). Alors g est de classe %€?. Comme gla) =gb)=0,le
théoreme de Rolle implique I'existence d'un d compris entre a et b tel que g'(d) = 0.
Comme g' (a) = g’ (d) = 0, le théoréme de Rolle implique 'existence d'un ¢ compris
entre a et d (donc entre a et b) tel que g”(c) =0, c’est-a-dire f”'(c) = P"(c).

(c) P" est le polynome constant égal a 2C. Avec la valeur trouvée plus haut pour C, on a
donc:

2(fb) - fla) - f'(@(b-a))
(b— a)?

f//(c) —
C’est équivalent a I'identité demandée.

On peut procéder par une récurrence rapide. Donnons un point de vue légérement différent,
qui permet de deviner la majoration.

Considérons (v,)nen la suite définie par vy = up et Vn e N, v, = Cvfl. Une récurrence
(immédiate !) montre que pour tout n € N, u, < v,. Calculons maintenant le terme général
vp. Pour tout n €N, v, > 0 et, en passant au logarithme, Inv, 1 =InC+2In v,,. Ainsi, la suite
de terme général In v, vérifie une relation de récurrence arithmético-géométrique. La suite
de terme général w, =Inv, +InC est géométrique de raison 2. On a donc:

vneN,Inv,=-InC+2"(nvyy+1nC).

DoncVneN, v, = C’l(Cvo)zn. Comme vy = ug, cela conclut.

Principe : plutét que de considérer une relation de récurrence en inégalités, on travaille avec
la suite vérifiant le cas d’égalité, dont on peut déterminer le terme général. Cependant, une
récurrence directe est rapide.

Méthode de Newton

La tangente a la courbe représentative de f en x, a pour équation y = f(x,) + (x— x) f' (x,).
Elle intersecte donc I'axe des abscisses quand f(x,) + (x — xn)f’(xn) =0, donc quand x =
X, — f (xn)

f "(xn)
La méthode consiste donc a identifier la courbe représentative de f avec sa tangente a x;, et
de chercher ou1 s’annule cette tangente. On espere ainsi se rapprocher de plus en plus d'un
véritable zéro de f, en itérant.

, C'est-a-dire quand x = x;41.
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5. Par I'identité de Taylor-Lagrange a I'ordre 2, appliquée a la fonction f entre x et x*, on sait
qu’il existe ¢ compris entre x et x* tel que :

'@
2

(x* - x>

FXH =)+ fx0)x*—x)+

Le membre de gauche est nul par définition de x*. On divise par f’(x), supposé non nul et

7 ,(();)) =x— Ng(x). On obtient :

on utilise que

@

* 32
27 () (x™ —x)°.

0=x—Np(x)+(x*—x)+

C’est équivalent a I'égalité demandée, en remarquant bien str que (x* — x)% = (x — x*)°.

6. Par construction, si |x — x*| < h, alors If'(x)l = m,; et en particulier f’(x) #0, donc x € Iy. De
plus, par la question précédente, on a I'existence d’'un nombre ¢ entre x et x* tel que :

*) _ (x_x*)Z "
INp(x) —x"| = 27 )] |71

Comme ¢ est compris entre x et x*, on a en particulier |¢ — x*| < h et donc | f (§)| < M. Et
on a déja dit que | f'(x)| = m;. Ces deux inégalités montrent que

2 Mp

INp(x) = x*| < |x = x*|
m

7. Notons I 'intervalle [x* — ', x* + h']. Montrons que [ est stable par Ny.Soitx€ 1. Ona donc
|x—x*| < h'. En particulier, |x — x*| < h et, par la question précédente :
INf(x)—x*| < lx—x*PxC<h*xC=<T.

En effet,ona C < h'~L.



Comme l'intervalle I est stable par N, on en déduit que si xy € I, la suite définie par récurrence
pour tout n € N, par xp+1 = N¢(x,) est bien définie, et tous les termes x;,, sont dans 1.

De plus, par la question précédente, on a
V€N, |xne1 = x| = INp(xn) = x*| < |, — x*° x C.
Par la question 3, on en déduit :

VYneN,|x,—x* < C_I(Clxo—x*|)2n.

Soit xo tel que |xo— x*| < h'. Alors I'inégalité précédente a lieu pour tout n € N et C|xg— x*| <
C x h' < 1. Dés lors, la suite (Clxo —x* I)2 tend vers 0 et donc |x, — x*| aussi.

Ainsi, pour une telle donnée initiale xy, la méthode de Newton converge vers x*.

2.3 Application : la méthode de Héron

9.

10.

Dans ce cas, la récurrence est donnée par

2
Xy—a

VneN,x,4i1 =X, —

’

2Xn

2 a
X,ta Xnt %
2Xp 2

qu’on peut réécrire comme X1 =

Interprétation géométrique : déterminer la racine carrée de a, c’est chercher un carré dont
Paire vaut a. On part d’'un rectangle de cotés x et al xy, puis on remplace l'un des cotés par la
moyenne des deux et on itére le processus. Le rectangle se transforme progressivement en carré.

On cherche d’abord a estimer les différentes constantes en jeu. On constate que si x = 1,
If'(0)| = f'(x) =2x =2 et f"(x) = 2. Donc, dans la premiére question, on peut prendre h =

M. 1

\/5—1, mp=2et M, =2. Alors C = 2—2 = 3 et h’=min(\/§—1,2) =v2-1. Ainsi, si xp est
nmy

compris entre 1 et \/5, la méthode de Newton va converger eton a:

VnEN,Ixn—\/EISZ

xo-v2l\>
RoovE)

Prenons par exemple xp = 1. On peut majorer grossiérement |xp — V2| par 1/2 et on a donc :
2 2 1_2n+1
n = V2l s = =27

- 22n+1

En particulier, si on veut |x, — V2] 107199 il suffit d’avoir :
21-2"" < 107100,

In10
estequivalenta (1— nz2=s- nivy,donca 1= ——. Le membre de droite
C’est équivalenta (1-2"*1)In2 < —~100In10, donc a 2" -1 10— L bre de droi
n

vaut environ 332 et 2° = 524. Donc n = 8 convient.

On retiendra que la convergence est tres rapide : le nombre de décimales est en gros multiplié
par 2 apres chaque itération.



